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Geometrické transformace v 3D

e vektor 3D soufadnic [x,y, z]
@ transformace nasobenim matici 3x3
o Fadkovy vektor se ndsobi zprava (DirectX)
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o sloupcovy vektor se ndsobi zleva (OpenGL)
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@ transformaéni matice 3x3 maji podstatné omezeni - nelze je
pouZit pro posunuti (translaci)




Homogenni souradnice

e vektor homogennich soutadnic [x, y, z, w]

@ transformace nasobenim matici 4x4
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e homogenni matici Ize i posunovat (translace) a provadét

perspektivni projekci




Pfrevod homogennich soutradnic

e homogenni soufadnice [x, y, z, w] se pfevadd&ji na b&zné
kartézské soutadnice vydélenim (je-li w # 0) [x/w,y/w, z/w]

@ soufadnice [x, y, z, 0] neodpovidaji Zddnému vlastnimu bodu v
prostoru

o lze je chapat jako reprezentaci smérového vektoru (bod v
nekonenu)

@ prevod z obylejnych soufadnic do homogennich je

jednoduchy: [x,y, z] = [x,y, z,1]




Elementarni transformace

N

@ nejbézné&jsi jsou afinni transformace

411 d12 413
a1 a2 ax
431 4d32 4as3

ty, to 3

= O O O

@ levd horni podmatice [a11 aZ a33] vyjadfuje rozmé&r a orientaci,
ptipadné zkoseni
@ vektor [t1, t, t3] udadvd posunuti (translaci)
e posunuti je aZ posledni operace




Transformace normal

@ normalové vektory se nesmi transformovat b&Znymi
transforma&nimi maticemi

o vyjimka: matice M je rota&ni (ortonormdlni)

@ matice pro transformaci normal N:

N=(Mm1T
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Pivodni objekt Transformovany objekt




Soufadné soustavy

Souradnice modelu g ¥l EEIdRIEhEJinEldty, | Svétové souradnice
(Object coordinates) (Modeling transform) (World coordinates)

Pohledova transformace
(View transform)

Souradnice kamery | HOEROIREhSinEllNy, I0rfezavaci souradnice
(Eye coordinates) (Projection transform) (Clip coordinates)




Soufadné soustavy

Souradnice modelu [T YETdRiEh (olinEldal] Svétové souradnice
(Object coordinates) (Modeling transform) (World coordinates)

ModelViewMatrix

Pohledova transformace
(View transform)

ModelViewProjMatrix

Souradnice kamery HOEROIREhSinEllNLIOfezavaci souradnice
(Eye coordinates) (Projection transform) (Clip coordinates)




Soufadné soustavy 2

—————

_________ | Ofezavaci souradnice
(Clip coordinates)

Perspektivni délenf
(Perspective divide)

Normalizovany

rostor
(Ngrmalized Okénkova transformace Souradnice v okné
device space) (Viewport transform) (Window coordinates)




Soufadné soustavy 3

@ soufadnice modelu
o databdze objektd, ze kterych se sklada scéna
o 3D modelovaci programy (3DS, Maya, ...)

@ svétové soufadnice

e absolutni soutadnice virtualniho 3D svéta
e vzdjemna poloha jednotlivych instanci objektii
o pro zobrazovani nemaji p¥ili§ velky vyznam (pouze teoreticky)

@ soufadnice kamery

e 3D svét se transformuje do relativnich soufadnic kamery
o st¥ed projekce: pocatek, smér pohledu: -Z (OpenGL) nebo
+Z (DirectX)




Soufadné soustavy a jejich transformace

@ transformace model = kamera
e kombinovand do ModelView matice
@ projekéni transformace
o definuje zorny objem (frustum pro perspektivni projekci)
e predni a zadni ofezavaci vzdalenost: n, f
o vysledkem je homogenni soufadnice (p¥ed ofezdnim)

@ ofezdvaci soufadnice (clip coordinates)
e vystupni soutadnice vertex shaderu




Projekéni transformace

@ tzv. frustum pro perspektivni projekci je definovano
parametry n, f, I, r, t, b

@ vzdileny bod f lze pousnout do nekone¢na

2n 0 0 0 210 0 0
o 2 0 0 0 2 0 0
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o o Fo o9 0 0 -2n 0




Souradné soustavy a jejich transformace

@ perspektivni déleni
e pouze prevadi homogenni soufadnice do kartézskych
@ normalizované soufadnice za¥izeni (NDC)
e kvadr standardni velikosti
e OpenGL: [-1,-1,-1] aZ [1,1,1]
o DirectX: [-1,-1,0] aZ [1,1,1]
@ soufadnice v okn& (window coordinates)
o vysledkem okénkové transformace (3kalovéni + posun) a
transformace hloubky
e pouZivaji se p¥i rasterizaci a praci s fragmenty




Transformace tuhého télesa

@ zachovava tvar téles, méni pouze jejich orientaci
o sklada se jen z posunuti a otaeni
e Casto se pouZiva k pfevodu mezi soufadnicovymi systémy
(nap¥. mezi svétovymi soufadnicemi a systémem spojenym s
pozorovatelem)




P¥evod mezi dvémi orientacemi

@ Soufadny systém ma pocatek v O
a je zadan trojici jednotkovych
vektorl [s, t, u]
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M stu—xyz — tx ty t,
Ux Uy, Uy

[17070] “Msty—sxyz = s
[07 L 0] ’ Mztu:Xi//z =t Mxyz—>stu - MJ;U*X}’Z
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Eulerova transformace

@ rozklad obecné rotace na t¥i slozky
-Z E(hapvr)zRy(h)RX(p)RZ(r)

X
o h(head, yaw): otoZeni hlavy v pidorysu
@ p(pitch): zvednuti/sklon&ni hlavy

o r(roll): otoeni kolem osy pohledu




Eulerova transformace 2

@ vyslednd matice rotace:

c(r)c(h) —s(r)s(p)s(h) s(r)c(h) + c(r)s(p)s(h) —c(p)s(h)
E= —s(r)c(p) c(r)e(p) s(p)
c(r)s(h) + s(r)s(p)c(h) s(r)s(h) — c(r)s(p)c(h)  c(p)c(h)

@ s(x) = sin(x), c(x) = cos(x)
@ moznost zpétného vypoctu uhld h,p,r:
°p...e3

°or...en/en
e h ...613/633




Rotace - jiné konvence

@ hlavni konvence
e 1. rotace kolem Z o thel ¢
e 2. rotace kolem X' o thel #
e 3. rotace kolem Z"o thel ¢
@ X-konvence
e 1. rotace kolem Z
e 2. rotace kolem pavodni osy X
e 3. rotace kolem pavodni osy Z

o dalsi systémy: aeronautika, gyroskopy, fyzika, ...




Kvaterniony

@ Sir William Rowan Hamilton, 1843
o P=j2=k=jk=-1
o aplikace v grafice aZ v roce 1985 (Shoemake)
e zobecnéni komplexnich ¢&isel do 4D prostoru

eq=(v,w)=ix+jyt+kz+w=v+w

e imaginarni &ast v = (x,y,z) = ix + jy + kz
o Z=j2=K=-1

o jk=—kj=i

@ ki=—ik=j

o ij=—ji=k




Kvaterniony - operace

o stitani
o (vi,wy) + (vo,wn) = (v1 + v2, wy + ws)
@ nasobeni
o qr = (Vq X Vy + W,Vq + WgVy, WqW, — Vq - V)

i(qyrz —qgzry + rwgx + qwrx)7

j(qzrx — Qxrz + rwqy + quy)7

k(qxry — Qytx + rwqz + qwrz)a
Qwlw — QxIx — qylhy — qzI7




Kvaterniony - operace

@ konjugace
o (v,w)* = (—v,w)
@ norma (&tverec absolutni hodnoty)
o [ q|*=n(a) =aq" = x> +y*+ 2> + w?
@ jednotka
e i=1(0,1)
@ prevracend hodnota

ca =g

@ nasobeni skaldrem
o sq = (0,s)(v,w) = (sv,sw)




Jednotkové kvaterniony

o jednotkovy kvaternion lze vyjadfit goniometricky
o q = (ugsing, cosy)
o pro né&jaky jednotkovy 3D vektor uq
@ reprezentace rotace (orientace) v 3D
e nejednoznacnost: q i —q reprezentuji stejnou rotaci
e identita (nulové otoZeni): (0,1)
@ mocnina, exponenciala, logaritmus:
o g = ugsing + cosg = exp(puq)
o logq = puq
o q' = (ugsing + cosp)t = exp(tpug) = ugsin(ty) + cos(ty)




Rotace pomoci kvaternionu

@ jednotkovy kvaternion
o g = (ugsing, cosy)
@ Ug ...0sa rotace
o ¢ ... Ghel

@ bod nebo vektor v 3D:

p = [Px; Py, Pz, Pw]
e rotace bodu (vektoru) p kolem
0sy ug o Uhel 2¢p:
o p' =qpq ' =qpq*




P¥evod kvaternion <> matice

@ kvaternion q po pfevedeni na matici:

1-2(y2+2%)  2(xy + wz) 2(xz — wy)
M= | 2(xy—wz) 1-2(x>+2%) 2(yz+wx)
2(xz + wy) 2(yz —wx)  1—2(x%+y?)

@ prevod matice na kvaternion - zdkladem jsou rovnice:
mpo3 — M3p = 4wx
ms31 — my3 = 4wy
mio> — mMo1 = 4wz
tr(M) + 1 = 4w?




P¥evod matice na kvaternion 2

@ pokud je stopa matice+1 v absolutni hodnoté velka:

w=L1/tr(M)+1 X = M

m31—m3 — Mo—my;

y 4w

NI

@ v opacném ptipad& se nejprve spodita slozka s maximaln{
absolutni hodnotou, pak se pouZiji rovnice (1)
4x% =1+ my — myp — m33
4y? =1 — my1 + mo — ma3
42 =1 — myy — myp + ms3




Sféricka linedrni interpolace (slerp)

@ nejkratsi sféricky oblouk mezi orientacemi q a r
@ vstup:

e dva kvaterniony q a r

e gq-r>0,jinak —q

o redlny parametr 0 <t <1
@ interpolovany kvaternion:

o slerp(q,r,t) = q(q*r)*
e jiné vyjadrent:

sin(p(1 — t)) N sin(pt) .

SIerp(q7 v, t) = . .
siny sinp

COSp = QxIx + qQyly + qzrz + Qu'lw




Otoleni mezi dvéma vektory

@ dva smérové vektory s a t

@ normalizace vektorl s, t
@ jednotkovd rotaéni osa u = |

@ vyjadreni Ghlu mezi s a t:

(sxt)
[sxt]f

e=s-t=cos(2p)

[I's < t||=sin(2¢)
© vysledny kvaternion:

q = (u - sinp, cosy)

q=(q,qw) = (s x t),

2(1+e)>

_
2(1+e) 2




Slerp rota&nich matic

@ vstup:

e dv& rota&ni matice Q a R

o redlny parametr 0 <t <1
@ interpolovand matice:
slerp(Q. R, t) = Q(QTR)*
technicky problém: obecna mocnina rotaéni matice
nutnost vypottu osy a thlu otoeni QTR
vypocetné malo efektivni




Vyjdd¥eni rotace - shrnuti

@ rotacni matice

e + HW podpora, efektivni transformace vektoru
o - pamé&t (9x float), neefektivni ostatni operace

@ osa a uhel otolenf

o + pamét (4x float nebo 6x float), podobné kvaternionu
e - neefektivni kompozice, interpolace

@ kvaternion
o + pamét (4x float), kompozice, interpolace
o - neefektivni transformace vektoru

@ podrobnosti viz Rotationlssues.pdf




Interpolace na obrazovce

@ tykd se soufadnic od ofezavacich (v&etng)

o clip space: [x,y,z,w]
o NDS: [X, £ Z] (w n&kdy ziistava)
o window space (fragment): [x;, vi, z;, w]
o projekéni perspektivni transformace mapuje hloubku z do
NDS nelinearné
e - nerovhomé&rné vyuziti presnosti z-bufferu (méné presné
vzdalené partie - minimalizace poméru ,—C)
e + interpolaci hloubky z Ize délat na obrazovce linearné

e W-buffer misto z-bufferu (dnes se moc nepouZivd)




Perspektivné korektni interpolace

Q ve strané trojﬂhelm’ka interpoluj
u
[X Y,z W: W: w
@ interpoluj v ramci scanline

© vypoditej spravné parametry

wo = 1/%
u = Z.w
w

@ snahou je pouZivat co nejvice linearni interpolaci
@ hloubku z Ize interpolovat linedrné

@ pro texturové soufadnice nebo w se musi implementovat

perspektivné korektni interpolace

.y 1l oy v gl sz
o linedrné interpoluji .-, - i -, findlni [u, v] pak dopotitdm

d&lenim (hyperbolickd interpolace)




Perspektivné korektni interpolace - aplikace

@ historicky vypocetné vyrazné naro€néjsi nez linearn{

@ Fedeni - snizeni narocnosti, perspektivné korektni interpolace
pocitdna jen v uritych bodech, zbytek interpolovan
(bi)linedrn&

e Quake - jednou za 16 pixel scanline
e bilinedrni po blocich v soutadnicich obrazovky
e pro konstantni z

@ moderni karty maji HW interpolatory
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Perspektivné korektni interpolace - ptiklad




Perspektivné korektni interpolace - ptiklad 2
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affinni perspektivné spravné
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