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Rendering = Integrovani funkci

L (X,®,) = _[Li X, @) f.(X,0. > w,)-cos6 dw.
H (x)

= Probléemy

o Nespojitost integradu
(viditelnost)

o Témér libovolné hodnoty
integrandu (distribuce svétla,
BRDF)

o Slozita geometrie
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Historie Monte Carlo (MC)

= Vyvoj atomové bomby, Los Alamos 1940, John von
Neumann, Stanislav Ulam, Metropolis

= Rozvoj a aplikace metod od roku 1949



Metoda Monte Carlo

= Simuluje se mnoho pripadi daného déje, napriklad:
o Neurony — vznik, zanik, srazky s atomy vodiku

o Ulohy hromadné obsluhy — chovéni poéitacovych siti,
dopravni situace

o Sociologické a ekonomicke modely — demografie, vyvoj
inflace, pojistovnictvi atd.



Num. integrovani — Kvadraturni vzorce

= Obecny predpis v 1D:

Integrand (tj. integrovana funkce)
rad kvadratury (tj. pocet vzorkl integrandu)
uzlové body (tj. umisténi vzorku v oboru integralu)
X;) Vvzorky integrandu
vahy



Num. integrovani — Kvadraturni vzorce

= Kvadraturni pravidla se lisi volbou uzlovych bodi x; a
vahami w;

o Obdélnikova metoda, Rovnobéznikova metoda,
Simpsonova metoda, Gaussovska kvadratura, ...

= Vzorky na integra¢nim oboru (tj. uzlové body) jsou
rozmistény deterministicky

o Jednoznacneé uréeny kvadraturnim pravidlem



Kvadraturni vzorce pro vice dimenzi

= Obecny predpis pro vice dimenzi:
. n n n
L= wow o, F (X, X e X, )
=1 i,=1 is=1

= Rychlost konvergence pro s-dimenzionalni integral je
O(N—lls)

o Napf. pro dvojnasobné zpresnéni odhadu 3-rozmérného
integralu musime zvysit pocet vzorku 2° = 8 krat

= Nepouzitelné pro vysokodimenzionalni integraly
o Dimenzionalni exploze



Kvadraturni vzorce pro vice dimenzi

» Kvadraturni vzorce
oV 1D lepsi presnost nez Monte Carlo
o Ve 2D srovnatelné s MC
a0 Od 3D bude MC témeér vzdy lepsi

= Kvadraturni metody NEJSOU metody Monte Carlo!



Monte Carlo integrovani

= Vzorky jsou rozmistény nahodné (nebo pseudonahodné)

= Konvergence: O(NV?)
o Konvergence nezavisi na dimenzionalité

o Rychlejsi nez klasicke kvadraturni vzorce pro 3 a vice
dimenzi

= Specialni metody pro rozmisténi vzorku
o Quasi-Monte Carlo, Randomized gquasi-Monte Carlo
o Jeste rychlejsi konvergence nez MC



Monte Carlo integrovani — shrnuti

O V)'/hOdy
o Jednoducha implementace

o Robustni reSeni pro rtizné tvary domén a integrandii
o Efektivni pro vicerozmeérné integraly

= Nevyhody

o Relativné pomala konvergence — zmenSeni statistické chyby
o polovinu vyzaduje zvétsit pocet vzorku ¢tyrikrat
o Pro syntezu obrazu: obrazek obsahuje Sum



Nahodneé veli¢iny




Nahodna velicina

= X ... nahodna hodnota

= X nabyva raznych hodnot s rtiznou pravdépodobnosti
o X ~p(Xx)
o RozloZeni pravdépodobnosti
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Diskrétni nahodna veli¢ina

Pravdépodobnostni funkce
(probability mass function)
» Konec¢na mnozina hodnot x;
y , o ¢ o
= S pravdépodobnosti p; P, I ------ e . T
| | | | S
n Xi g
p=PI(X=x)=0 D P =
i=1 A Distribuéni funkce
o (I — ?
= Distribuc¢ni funkce !
) S Pl o |
(cummulative distribution ! o |
function) I T
* .
P =Pr(X <x) ij P =1 ! )'( -
i
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Spojita nahodna velic¢ina

= Hustota pravdépodobnosti p(x)
(probability density function, pdf)

= V1d:

Pr(X e D)= | p(x) dx

Pr(a< X <b)=[ p(t) ot
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Spojita nahodna velic¢ina

= Distribuc¢ni funkce P(x)
(cummulative distribution function, cdf)
V 1d:

P(x)=Pr(X <x)={" p(t)dt

Pr(X =a)= j o(t) dt = 0!
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Spojita nahodna velic¢ina

Rovnomérné rozdeéleni (uniform distribution)

Hustota
pravdépodobnosti
(pdf)

1
Distribucni
funkce (cdf) 1

0

0 I
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Spojita nahodna velic¢ina

Gaussovské (normalni) rozdéleni

Hustota
pravdépodobnosti

(pdf)

Distribuc¢ni
funkce (cdf)
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Str. hodnota a rozptyl

= Str. Hodnota (o¢ekavana hodnota, expected value)

E[X|= ij () dx
= Rozptyl (variance)
VIX]=E[(X -E[X])]
= E[X>-2XE[X|+E[X]]
= E[X°|-E[X]

o Vlastnosti
V[Z X,-] _ ZV[X"] (pokud jsou X; nezavislé)

ViaX1=a"V[X]



Transformace nahodné veli¢iny

Y = f(X)

= Y je nahodna velic¢ina

= Str. hodnota Y

E[Y]:jD f (x) p(x) dx
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Monte Carlo integrovani




Primarni estimator urc. integralu

Odhadovany integral: | = IQ f(x)dx

Je-li X ndhodn4 velicina s distribuci p(x), pak Y = f(X)/p(X) je
tzv. primarni estimator integralu:

IS

p(X)

F

prim




Primarni estimator urc¢. integralu

f(X)




Estimator

= Estimator je ndhodna velic¢ina
0 Vznikla transformaci jiné nahodné veliciny

= Jeji realizace (hodnota) je konkrétni odhad
(estimate)
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Nestrannost obecného estimatoru

= Nestrannost estimatoru (obecné):

oV prumeéru estimator dava spravnou veli¢inu (bez
systematicke chyby)

E[F] = Q

/ N\

Estiméator veli¢iny Q
(nahodna velic¢ina)

Odhadovana veli¢ina
(napr. integral)
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Nestrannost

Nas estimator F

prim

E|F

prim J

je nestrannym (unbiased) odhadem |

= E|Y]
ZJL
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Rozptyl estimatoru F

prim

Méritkem kvality odhadu je jeho rozptyl
(nebo standardni odchylka):

V[Fprim]:U2 :E[YZ]_E[Y]ZZI f(();)) dx—1°

prim
Q

(pro nestranny odhad)

Pri vypoctu jediného vzorku je rozptyl vysledku
prilis velky!



Sekundarni estimator integralu

= N nezavislych ndhodnych velicin, Y; = f(X;) / p(X))

N
2.V
=1

$ 10

1=1 p

F, =

Z||—\ Z|H

= Sekundarni estimator je nestranny
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Rozptyl sekundarniho estimatoru

VIF,] = v{%ﬁ;vﬂ

1
W'N'V[Yi]

= %V [Yi]

1
- WV [Fprim ]

... std. chyba je YN-krat mensi!
(konvergence 1/VN)



Vzorkovani podle dulezitosti

m Neékteré ¢asti vzorkovaného intervalu jsou dulezitéjsi,
protoze zde ma f vétsi hodnotu
0 Vzorky z téchto oblasti maji vétsi vliv na vysledek

= Vzorkovani podle dilezitosti (“importance

sampling”) umistuje vzorky prednostné do takovych
oblasti

a Tj. pdf p je,, podobna” integrandu

= MenSi rozptyl pri zachovani nestrannosti
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Vzorkovani podle dulezitosti

\/ wJ(X)
MR
\

/ p(x)

0  Xe XX, X, X, X 1




Priklady MC estimatoru




Odhad irradiance — uniformni vzork.

E() = [L(x®)-cos6, dao

H (x)

= Uniformni vzorkovani:

p(@) =
= Estimator:
- 1 f(a)i’k)
" N = p(wi,k)

2 N
= _ﬂ-zl—i(x’a)i,k)'cosei,k
N 3
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Odhad irradiance — cos vzork.

E() = [L(x®)-cos6, dao

H (x)

= Importance sampling:

o(e) = cosd
7T
= Estimator:
F — i \ f (a)i,k)
" N i3 p(wi,k)
N
= %Z I—i (X’a)lk)
k=1

PG I (NPGRO10) - J. Kiivanek 2011

33



Computing Irradiance

4 eye rays per pixel
100 shadow rays

CS3488B Lecture 6 Pat Hanrahan, Spring 2011



Odhad irradiance — vzrokovani zdroje




Odhad irradiance — vzrokovani zdroje

G(y < X)
E(X)= |L(X,®)-cosé. dw.
H.!‘X) /

cos@, -cosd,
= [Ly>x) V(o x)—2—
g Iy —x|

= Uniformni vzorkovani plochy zdroje:

1
P(Y) =+
A

= Estimator

Al N
Fy = ‘N_‘ZLe(yk _)X)'V(Yk (_)X)'G(Yk <> X)
k=1
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Example — Area Sampling

1 shadow ray per eye ray

Center Random

CS3488B Lecture 6 Pat Hanrahan, Spring 2011



Example — Area Sampling

16 shadow rays per eye ray

Uniform grid Stratified random

CS3488B Lecture 6 Pat Hanrahan, Spring 2011



PloSné zdroje svétla

1 vzorek na pixel 9 vzorki na pixel 36 vzorkl na pixel



‘ Primeé osvétleni na plose s obecnou
BRDF

= Odhadovany integral

L (%,@,) = [ L(y > X)- f.(y > X > @,)-V(y < X)-G(y <> x) dA
A
= Estimator (uniformni vzorkovani povrchu zdroje)

Al N
FN = ‘N‘ZLe(yk _)X)' fr(yk _)X_)a)o)'v(yk (_)X)'G(yk <_)X)
k=1
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Neprimé osvétleni na plose s obecnou
BRDF

= Odhadovany inW Pozn. L, =L, +L,

L (%, @,) = [L(r(x, @), —@)- f.(x, 0, > o,)-c0s6, do
H (x)

= Estimator pro vzorkovani sméri s obecnou pdf p(w)

iZN: L, (r(x, a)i,k)1 _a)i,k)' f. (X, W — @, ) - COS ‘9i,k
N k=1 p(a)i,k)

d

PDF timérna nebo velmi
podobna BRDF
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Distribution Ray Tracing
Path tracing




Sledovani cest od kamery

renderllmage()

{

for all pixels

{
Color pixelCol = (0,0,0);
for k =1 to N

{
wk := nahodny smér skrz k-ty pixel
pixelCol += getLi(camPos,wk)

}

return Lo / N



Distribution Ray Tracing

getLi(x, wi)

{
hit = Nearestlntersect(x, wi)
WO = -wWi;
Yy = hit.pos;

1T no Intersection
return backgroundCol;

else
{
Lo = (0,0,0)
for k =1 to N
{
wk = nahodny smér na hemisféfe s hustotou p(w)
Lo += getLi(y, wk) * fr(y, wk, wo) * dot(hit.n,wk) /7 p(wk)
+

return Lo /7 N + directLighting (y, wo);



Distribution Ray Tracing

= Ad hoc ukonceni rekurze
o maximalni povolena hloubka

0 minimalni povoleny prispevek

PG I (NPGRO10) - J. Kiivanek 2011
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Sledovani cest (Path tracing)

= Pouze jeden sekundarni paprsek
1. vyber zptisob interakce (idealni lom, difzni odraz, ...)
2. pouzij importance sampling podle vybrané interakce

= Primé osvétleni
o Doufej, Ze ndhodné vygenerovany paprsek trefi zdroj, anebo
o Vyber ndhodné jeden vzorek na jednom zdroji svétla

= Trasuj stovky cest pres kazdy pixel a zpriimeéruj vysledek
= Vyhoda: zadna exploze pocétu paprski kviili rekurzi



Path Tracing — Implicitni osvétleni

getLi(x, w)

{
Color thrput = (1,1,1)
Color accum (0,0,0)
while(1)
{

hit = Nearestlntersect(x, w)
iIT no intersection
return accum + thrput * bgRadiance(x, w)
1T 1sOnLightSource(hit)
accum += thrput * Le(hit.pos, -w)
p = reflectance(hit.pos, -w)
iIf rand() < p // russian roulette — survive (reflect)
wi = SampleDir(hit)
thrput *= fr(hit.pos, wi, -w) * dotChit.n, wi) /7 (p*p(wi))

X = hit.pos
wooI= wi
else // absorb
break;

}

return accum;



Ukoncéeni rekurze — Ruska ruleta

= Pokracuj v rekurzi s pravdépodobnosti g

= Uprav vahu faktorem1/q

~|Y/q pokud & <q
10 jinak

Ep}_EW]q+o—1—_Ew]
q q-1
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