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Metody snizeni rozptylu

= Importance sampling
s Podle BRDF (nejcéastejsi)
») Podle L, (pokud znamo: primé osvetleni)
0V syntéze obrazu je IS nejcastéji pouzivana metoda

= Ridici funkce (control variates)

= LepSirozloZeni vzorki
o Stratifikace
o quasi-Monte Carlo (QMC)
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Ridici funkce

Funkce g(x), ktera aproximuje integrand a
dokazeme ji analyticky zintegrovat:

I_j Hf )]dx+jg(x)dx

numericke integrovani (MC)
mensi rozptyl nez f(x)

umime analyticky
Integrovat



Transformace ridici funkeci

f(x)

g(x)

[N\ A
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Ridici funkece vs. Importance sampling

= Importance sampling

o LepsSi pokud se funkce, podle niz umime vzorkovat,
vyskytuje v integrandu jako multiplikativni ¢len (rovnice
odrazu, zobrazovaci rovnice).

= Ridici funkee
o LepsSi pokud se funkce, kterou umime analyticky integrovat,
vyskytuje v integrandu jako aditivni ¢len.

= Proto v se v syntéze obrazu témer vidy pouziva
Importance sampling.
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LepsSi rozmisténi vzorku

= Privybéru mnoziny nezavislych vzorki se stejnou
hustotou pravdépodobnosti dochazi ke shlukovani
o velky rozptyl odhadu

= LepSi rozmisténi vzorku = integracéni oblast je
pravidelnéji pokryta
o snizeni rozptylu

= Metody
o Vzorkovani po ¢astech (stratifikace, stratified sampling)
o quasi-Monte Carlo (QMC)
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Vzorkovani po ¢astech

= Interval se rozdeéli na ¢asti, které se odhaduji samostatné

fOX)
f(x,) / N

0 X, X5 X X, 1
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Vzorkovani po ¢astech

Rozdéleni intervalu Q na N ¢asti Q;:

I:If(x)dx=iZN_lljf(x)dx:iZi:Ii

Q

Estimator:

n N
Istrat:%Zf(XiL Xi EQi
i=1




Kombinace vzorkovani po ¢astech s
Importance Sampling
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Vzorkovani po ¢astech

= Potlacuje shlukovani vzorki

= Redukuje rozptyl odhadu

o Rozptyl mensi nebo roven rozptylu sekundarniho
estimatoru

= Udéinné jen pro nizkou dimenzi integrandu
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Rozklad intervalu na éasti

® uniformni rozklad intervalu (0,1)
0 prirozena metoda pro zcela neznadmou funkei f

B zname-li alespon priblizné prubéh funkce f, snazime se
o takovy rozklad, aby byl rozptyl funkce na subintervalech
CO nejmensi

B rozklad d-rozmérného intervalu vede na N° vypoéti
O aspornéjsi metodou je vzorkovani “N vézi”



Metody Quasi Monte Carlo (QMC)

= Pouziti striktné deterministickych sekvenci misto
nahodnych cisel

= VSe funguje jako v MC, dikazy se ale nemohou opirat o
statistiku (nic neni nahodné)

= Pouzité sekvence cisel s nizkou dikrepanci (low-
discrepancy sequences)
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Defining discrepancy

= Ss-dimensional “brick” function:

1if0 < z|; <v,0<zlp <va,...,0 <zly <o,
(z) =
0 otherwise.

= True volume of the “brick” function:
V(A4) = H_?zl vj
= MC estimate of the volume of the “brick”:

N

1 , ~m(A)
N Z f(Z!) N \

=1 _
; / number of sample points that
total number of sample points actually fell inside the “brick”




Discrepancy

= Discrepancy (of a point sequence) iIs the maximum
possible error of the MC quadrature of the “brick”
function over all possible brick shapes:

m(A
D*(z1,2Z>,...2ZN) = Sup | ()
A j\

o serves as a measure of the uniformity of a point set
o must converge to zero as N -> infty
o the lower the better (cf. Koksma-Hlawka Inequality)

- V()




Koksma-Hlawka inequality

= Koksma-Hlawka inequality variation“ of f

/

/

z;) < Vyuk -D"(21,22,...2n)

/f ) dz —

I} M;

o the KH inequality only applies to f with finite variation
o QMC can still be applied even if the variation of f is infinite



Van der Corput Seguence

= b... base, must be relative prime (2,3,5,7,....)

= radical inverse
¢p:Ng — QnJo,1)

j = i a(ip —  bp(i):= i ai(i)b7~!
j=0 j=0



Van der Corput Seguence (base 2)

i | bmary form of¢ | radical inverse | H;

1 1 0.1 0.5

2 10 0.01 0.25
3 11 0.11 0.75
4 100 0.001 0.125
5 101 0.101 0.625
6 110 0.011 0.375
7 111 0.111 0.875

= point placed in the middle of the interval
= then the interval is divided in half
= has low-discrepancy

Table credit: Laszlo Szirmay-Kalos



Van der Corput Sequence (base b)

double Radicallnverse(const int Base, Int 1)
{
double Digit, Radical, Inverse;
Digit = Radical = 1.0 / (double) Base;
Inverse = 0.0;
while(i)
{
Inverse += Digit * (double) (1 % Base);
Digit *= Radical;
1 /= Base;
}

return Inverse;



Radical inversion based points in
higher dimension

Halton sequence X; := (®p, (i)....,Pp (i) where b; is the i-th prime number

Hammersley point set x; := (i-‘bm (1);--- P, (f))

n

Image credit: Alexander Keller



Transformace nahodnych cisel

Halton

Hammersley

Image credit: Alexander Keller




Ukazka vysledku pro MC a QMC

Monte Carlo
(230s)

padded
Hammersley
(202s)

Image credit: Alexander Keller



‘ Primeé osvétleni
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Stratified sampling

| O et na ixel

Henrik Wann Jensen



‘ Quasi-Monte Carlo

10 etna pixel o

Henrik Wann Jensen



Fixni nahodna sekvence

10 cest na pixel

Henrik Wann Jensen



Metody Quasi Monte Carlo (QMC)

= Nevyhody QMC:

oV obrazku mohou vzniknout viditelné ,,vzory* (misto Sumu
v MC)



Generovani vzorku z distribuce




1D diskrétni nahodna velicina

= Dana p-nostni fce p(i), distribucni fce P(i)

A Distribuc¢ni funkce
= Postup g T — o
1. Vygeneruj uzR(0,1) . |
2. Vyber x; pro které o | |
u e 1 | !
| | |
P(i-1) < u < P(i) LI
X, X, X5 X,
(definujeme P(0) = 0)

= Nalezeni i se provadi ptilenim intervalu
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2D diskrétni nahodna velicina

= Déana p-nostni fce p(i, j)

= Moznost 1:
o Interpretovat jako 1D vektor pravdépodobnosti
o Vzorkovat jako 1D distribuci

PG I (NPGRO10) - J. Kiivanek 2011
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2D diskrétni nahodna velicina

= Moznost 2 (lepsi)

.. ,Radek® i, vybrat podle marginalniho rozdélent,
popsaného 1D p-nostni fci

Nj
p, (i) =, i, j)
j=1
2. ,Sloupec” ., vybrat podle podminéného rozdéleni
prislusejiciho vybranému ,radku” i,

p(iseI’ J)
pl (isel)

pJ(Jll :isel) —
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Vzorkovani sméru podle mapy
prostredi

= Intenzita mapy prostredi definuje hustotu (pdf) na
jednotkové kouli

= Pro Gcely vzorkovani ji aproximujeme jako 2D diskrétni
distribuci nad pixely mapy

= Pravdépodobnost vybéru pixelu je dana sou¢inem
o Intenzity pixelu
o Velikosti pixelu na jednotkové kouli (zavisi na mapovani)

= Detaily viz. writeup

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2011
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Vzorkovani 1D spojité ndhodné

veliciny

= Transformaci rovnhomérné nahodné veliciny

= Zamitaci metoda (rejection sampling)

PG I (NPGRO10) - J. Kiivanek 2011
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Vzorkovani 1D spojité ndahodné
velic¢iny transformaci

= Je-li Uje ndhodna veli¢ina s rozdélenim R(0,1), pak
nahodna velicina X

X =P7(U)

ma rozdeéleni popsané distribuéni funkei P.

1

= Pro generovani vzorki podle
hustoty p potfebujeme U >

o Spocitat cdf P(x) z pdf p(x)
o Spocitat inverzni funkci P-1(x)

X |



Vzorkovani 1D spojité ndahodné
velic¢iny zamitaci metodou

= Algoritmus MAX
o Vyber ndhodneé u, z R(a, b)
o Vyber ndhodné a u, z R(0, MAX)
o Prijmi vzorek, pokud p(u,) < u,

= Prijaté vzorky maji rozloZeni dané
hustotou p(x)

= Udinnost = % ptijatych vzorkd
o Plocha funkee pod krivkou / plocha obdélnika

o Transformacni metoda vzdy efektivnéejsi (ale vyzaduje
integrovat hustotu a invertovat distribucni fci)
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Vzorkovani 2D spojité nahodné velic¢iny

= Jako pro 2D diskrétni veli¢inu
= Dana hustota p(X, y)
= Postup

1. Vyber X, z marginalni hustoty

Py (X) = [ p(x, y) dy

sel

2. Vyber y,, z podminéné hustoty

P(Xser+ Y)
pX (Xsel)

Py (Y] X =Xg) =

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2011 37



Sampling a Circle

WRONG # Equi-Areal

6 =2rU,
r=U,

CS348B Lecture &

RIGHT = Equi-Areal

6 =2nU,

Pat Hanrahan, Spring 2011




Transformacni vzorce

= P.Dutré: Global IHlumination Compendium,
http://people.cs.kuleuven.be/~philip.dutre/G1/

Giobal lllumination Compendium
The Concise Guide to Global lllumination Algorithms

Albrecht Duerer, Underweysung der Messung mit dem Zirkel und Richtscheyt (Nurenberg, 15215), Book 3, figure 67.

PG I (NPGRO10) - J. Kiivanek 2011
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Importance sampling Phongovy BRDF

= Paprsek dopadne na plochu s Phongovou BRDF. Jak
vygenerovat sekundarni paprsek pro vzorkovani
neprimého osvétleni?

= Path tracing

o Pouze 1 sekundéarni paprsek — je treba zvolit komponentu
BRDF (druh interakce)

o Postup:
1. Vyber komponentu BRDF (difuzni odraz / leskly odraz / lom)
2. Vzorkuj vybranou komponentu



Fyzikalné vérohodna Phongova BRDF

fP (= w,) = Po NF 2 P, Cos" 6.
T 27

= Kde:
CoSO. = w, - o,
o, =2(w, -N)N —w.

= Zachovani energie: p, +p, <1



Vybér interakce

pd = max(rho d.r, rho d.g, rho d.b);
ps = max(rho s.r, rho s.g, rho s.b);

u = rand(0, pd + ps);

Vec3 dir, float pdf, Col3 brdfVval;

iIT (u <= pd)
{dir, pdf, brdfval} = sampleDiffuse();
return {dir, pdf * pd, brdfval}

else
{dir, pdf, brdfval} = sampleSpecular();
return {dir, pdf * ps, brdfval}



Vzorkovani difuzniho odrazu

= Importance sampling s hustotou p(6) =cos(6) /

o 6...uhel mezi normalou a vygenerovanym sekundarnim
paprskem

o Generovani smeéru:

x = cos(2mry) J1 =1,

y = sm(2nr), [l -1,
0 = acos(ﬁ)
= rl, r2...uniformni na<0,1>

o Zdroj: Dutre, Global illumination Compendium (on-line)
o Odvozeni: Pharr & Huphreys, PBRT

¢ = 2nr,



sampleDiffuse()

// build the local coordinate frame with N = z-axis
Vec3 U = arbitraryNormal(N); // U is perpendicular to the normal N
Vec3 V = crossProd(N, U); // orthonormal base with N and U

// generate direction in the local coordinate frame

float rl1 = rand(0,1), r2 = rand(0,1);

float sin_theta = sqrt(1 - rl);

float cos theta = sqgrt(rl);

float phi = 2.0*P1*r2;

float pdf = cos_theta/Pl;

// to Cartesian coordinates

Vec3 Idir (cos(phi)*sin_theta, sin(phi)*sin_theta, cos theta);

// transftorm to global coordinate frame
Vec3 gdir = Idir.x * U + Idir.y * V + ldir.z * Z

// evaluate BRDF component
Col brdfval = rho_d 7/ PI;

return {gdir, pdf, brdfval}



Vzorkovani leskléeho odrazu

= Importance sampling s hustotou p(0) = (n+1)/(2x)
cos"(0)
o @...Uhel mezi idealné zrcadlove odrazenym o, a
vygenerovanym sekundarnim paprskem

4 GEnerovan 5
n+1
¢ = 2mr x = cos(2nrpl —r,
1
1 '\/ _2
n+1 ;= - 1,71
0 = acos(;‘, } h% sm(2nry Il —r,
1
_ n+1
z "5

= rl, r2..uniformnina<0,1>



SampleSpecular()

// build the local coordinate frame with R = z-axis

Vec3 R = 2*dot(N,wi)*N — wi; // i1deal reflected dir
Vec3 U = arbitraryNormal(R); // U 1s perpendicular to R
Vec3 V = crossProd(R, U); // orthonormal base with R and U

// generate direction in local coordinate frame
{Vec3 Idir, float pdf} = rndHemiCosN (n); // formulas Torm prev. slide

// transftorm to global coordinate frame
Vec3 gdir = Idir.x * U + Idir.y * V + Idir.z * R

// reject 1f direction under the tangent plane
float cos theta 1 = dot(N, gdir);
iIT(cos_theta i1 <= 0) return {gdir, pdf, Col3(0)};

// evaluate BRDF component
Col brdfval = rho_s * (n+2)/(M_P1*2) * pow(dir.z, n);//dir.z=cos theta r

return {gdir, pdf, brdfval}



Alternativni strategie pro vybér
komponenty BRDF

= Predchozi priklad vybere komponentu podle odrazivosti p

= Druha moznost (embree)
1. Vyber smér podle kazdé BRDF komponenty

2. Vyber komponentu s p-nosti danou hodnotou BRDF
komponenty ve vygenerovaném smeru

o Nepotrebuje odrazivosti p komponenty
o MiiZe byt neefektivni pro mnoho BRDF komponent
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