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1 Výpočet globálńıho osvětleńı

1.1 Zobrazovaćı rovnice v 3b formulaci

V této úvodńı části se budeme zabývat výpočtem intenzity světelného paprsku. Paprsek bude vždy
zadán dvěma body (mı́stem vzniku a mı́stem dopadu).
Následuj́ıćı rovnice popisuje intenzitu světelného paprsku, směřuj́ıćıho z bodu x′ do bodu x′′.

L(x′ → x′′) = Le(x
′ → x′′) + Lr(x′ → x′′) (1)

L se skládá ze dvou př́ıspěvk̊u:

• Le - intenzita světelného paprsku emitovaného z x′ do x′′

• Lr - intenzita světelných paprsk̊u odražených v x′

Hodnota Lr se vypočte integraćı z intenzity paprsk̊u dopadaj́ıćıch do x′ ze všech bod̊u x všech
povrch̊u scény M . Po dosazeńı za Lr je funkce L zadána následuj́ıćım rekurentńım vztahem,
známým jako zobrazovaćı rovnice:

L(x′ → x′′) = Le(x
′ → x′′) +

∫
M

L(x→ x′) · fr(x→ x′ → x′′) ·G(x↔ x′)dAx (2)

fr je odrazová funkce (BRDF).G je geometrický člen, závisej́ıćı na vzájemné poloze bod̊u x a x′.

G(x↔ x′) = V (x↔ x′)
|cosθo||cosθ′i|
‖x− x′‖2

(3)

V je funkce vzájemné viditelnosti bod̊u x a x′.

V (x↔ x′) =

{
1 pokud jsou body x, x′ vzájemně viditelné
0 jinak

(4)

Existuje v́ıce ekvivalentńıch formulaćı zobrazovaćı rovnice. Varianta zadaná vztahem (2) je
význačná t́ım, že nepouž́ıvá integraci přes hemisféru, ale přes všechny body scény. Neintegrujeme
po úhlech, ale po bodech.

1.2 Měřićı rovnice v 3b formulaci

Nyńı navážeme na předchoźı kapitolu a uvedeme zp̊usob výpočtu intenzity světla dopadaj́ıćıho
na plochu jednoho pixelu. Intenzita j-tého pixelu se vypočte podle následuj́ıćıho předpisu (měrićı
rovnice).

Ij =

∫
M×M

W (j)
e (x→ x′) · L(x→ x′) ·G(x↔ x′)dAxdAx′ (5)

Zde x jsou body scény a x′ body senzoru (pixelu). W
(j)
e (x→ x′) je hodnota váhové funkce senzoru

(odezva) pro paprsek z x do x′.
L(x→ x′) je hodnota radiance bodu x′, vypočtená podle (2).

1.3 Integrováńı přes světelné cesty

Nyńı přeformulujeme rovnici (5) tak, že budeme integrovat mı́sto přes body scény přes celé světelné
cesty (posloupnosti bod̊u, v nichž se paprsky odrážej́ı při cestě ze zdroje světla do senzoru - pixelu)

Ij =

∫
Ω

fj(x̄)dµ(x̄) (6)

Ω je zde prostor (množina) světelných cest mezi zdroji světla a j-tým pixelem. µ(x̄) je mı́ra na tomto
prostoru.
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dµ(x̄) = dAx0dAx1dAx2 ... (7)

x0, x1, x2, ... odpov́ıdaj́ı 1., 2., 3., ... bod̊um cest x̄.
fj(x̄) je př́ıspěvek cesty x̄ k intenzitě j-tého pixelu. Tato funkce ř́ıká, kolik procent světla dojde
ze zdroje do senzoru.

Integrováńım přes cesty jsme se zbavili rekurentńıho zápisu. Jinými slovy Ij v (6) je hodnotou
integrálu, nikoliv řešeńım integrálńı rovnice.
Nestranný odhad hodnoty Ij vypočteme Monte-Carlo integraćı:

Ij ≈
fj(x̄)

p(x̄)
(8)

p(x̄) je hodnota hustoty pravděpodobnosti cesty x̄ v prostoru cest Ω. Nebo-li jedná se o pravděpodobnost,
že cesta x̄ p̊ujde z vrcholu x0 do x1, ..., až nakonec skonč́ı v xk:

p(x̄) = p(x0, ..., xk) = p(x0)p(x1|x0)p(x2|x0, x1)...p(xk|x0, ..., xk−1) (9)

Poznámka: Užit́ım Bayesova vzorce odvod́ıme, že p(x0, ..., xk) = p(xk, ..., x0). Tzn. nezálěž́ı, zda
uvažujeme cesty směřuj́ıćı ze zdroje světla do senzoru nebo obráceně.

1.3.1 Výpočet fj(x̄)

Necht’ x̄ = (x0, ..., xk), potom plat́ı:

fj(x̄) = Le(x0 → x1) · fr(x0 → x1 → x2) ·G(x0 ↔ x1)·
·... · fr(xk−2 → xk−1 → xk) ·G(xk−1 ↔ xk) ·W (j)

e (xk−1 → xk)
(10)

Poznámka: Emisńı složka Le se započ́ıtává pouze v bodě x0.

Situace pro cestu č́ıtaj́ıćı pět bod̊u je ilustrována následuj́ıćım obrázkem:

1.3.2 Renderováńı

Konkrétńı odhad intenzity pixelu Ij se źıská Monte Carlo integraćı následovně:

for i = 1 to pocet cest do:

• Vygeneruj cestu xi, pro ńıž We je nenulové (tj. ”skrz”pixel).

• Aktualizuj odhad Ij :

Ij +=
1

pocet cest
· fj(xi)
p(xi)
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2 Instant radiosity

Ukážeme si nyńı metodu publikovanou Kellerem v roce 1997, kterou nazval instatńı (okamžitá)
radiozita [2]. Celá tř́ıda metod odvozených z instantńı radiozity je pak často nazývána many-lights
methods nebo virtual point light methods.

Základem metody je přidáńı nových (virtuálńıch) světel do scény (VPL - virtual point lights).
Při samotném vykreslováńı poč́ıtáme pouze př́ımé osvětleńı a to jak z reálných, tak i z virtuálńıch
světel.

Výpočet osvětleńı má dvě fáze:

1. Vygenerováńı virtuálńıch světel

2. Vykresleńı scény výpočtem př́ımého osvětleńı

Poznámka: Metoda předpokládá, že všechny povrchy jsou čistě difuzńı.

2.1 Tvorba VPL

Přidáváńım nových světel se snaž́ıme dosáhnout vzhledu scény, kde je použito i nepř́ımého osvětleńı.
VPL generujeme tak, že vrháme paprsky ze skutečných světelných zdroj̊u. Tam, kde paprsek do-
padne na povrch scény, přidáme nové virtuálńı světlo. Paprsek se může dále odrážet. S každým
odrazem vzniká v daném bodě nové VPL. Cestu paprsku ukonč́ıme principem Russian roulette.

Každý virtuálńı zdroj považujeme za čistě difuzńı emitor a pro radianci přicházej́ıćı od něj
plat́ı:

L(y → x) = Φ
ρd(y)

π
cos θy,

kde Φ je světelný tok nesený častićı, která vygenerovala virtuálńı světlo (výpočet Φ viz. photon
tracing ve fotonových mapách). Dále ρd(y) je difúzńı odrazivost (albedo) v bodě y.

2.2 Informace uložené ve VPL

Pokud je splněn předpoklad, že všechny povrchy jsou čistě difuzńı, uchováváme u každého světla
jeho pozici, normálový vektor povrchu a intenzitu nesenou paprskem světla, z nějž VPL vzniknul.
Lesklé povrchy jsou probrány v daľśı přednášce.

2.3 Vykresleńı scény s VPL

Ve druhém kroku poč́ıtáme pomoćı tohoto seznamu virtuálńıch světel př́ımé osvětleńı scény a to
následuj́ıćım zp̊usobem:

L(x, ωo) = Le(x, ωo) +

n∑
k=1

L(yk → x)G(yk ↔ x) fr(yk → x→ ωo) (11)

Tato rovnice neńı nič́ım jiným, než Monte Carlo estimátorem zobrazovaćı rovnice ve tvaru (2).
Virtuálńı bodové zdroje pak představuj́ı vzorky radiance na plochách scény. Instantńı radiozita je
tedy podmnožinou obousměrného sledováńı cest (bidirectional path tracing). Použ́ıváme ovšem jen
prvńıho dopadu paprsku z kamery a nav́ıc vrcholy cest od světelných zdroj̊u (tj. virtuálńı bodové
zdroje) se přepouž́ıvaj́ı pro všechny pixely.
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2.4 St́ınové mapy

Pro výpocět viditelnosti mezi jedńım bodovým zdrojem a všemi viditelnými body scény lze
s výhodou využ́ıt algoritmu st́ınových map (shadow maps). St́ınové mapy funguj́ı ve dvou kroćıch:
Nejprve vyrenderujeme scénu z pohledu světla a do bufferu ukládáme vzdálenost světelného zdroje
a objektu scény, č́ımž vytvoř́ıme st́ınovou mapu. Ve druhém pr̊uchodu renderujeme už normálně
z pohledu kamery. V každém bodě scény se pak dotazujeme do st́ınové mapy a porovnáváme
vzdálenost bodu od světla s hodnotou ve st́ınové mapě: pokud je vzdálenost bodu větš́ı než hod-
nota ve st́ınové mapě, pak je bod zast́ıněn, jinak je osvětlen.

2.5 Šum

Přidáńım VPL vneseme do scény i chyby(artefakty) v podobě mı́st s vysokou intenzitou, lokali-
zovaných typicky v ”roźıch scény”- pokud je zde umı́stěno nějaké VPL. Pokud je VPL v rohu,
jsou body sousedńı přivrácené stěny velmi bĺızko (vzdálenost se bĺıž́ı nule) a tud́ıž přesvětlené
(geometrický člen G(x↔ x′) zobrazovaćı rovnice je extrémně vysoký (jde k ∞)).
Vliv šumu (přesvětlená mı́sta) je dobře patrný na následuj́ıćım obrázku:

2.6 Odstraněńı šumu ořezáváńım

Nahrad́ıme-li výpočet (11) př́ıspěvku VPL k osvětleńı bodu x předpisem:

L(x, ωo) = Le(x, ωo) +

n∑
k=1

L(yk → x) min{c,G(yk ↔ x)fr(yk → x→ ωo)}, (12)

přesvětlená mı́sta zmiźı. Stane se tak d́ıky, tomu, že hodnotu G(yk ↔ x)fr(yk → x → ωo) shora
omezili vhodně zvolenou konstantou c. Toto řešeńı však neńı uspokojivé, nebot’ přestože se vzhled
scény zlepšil (zmizela přesvětlená mı́sta), vnesli jsme do ńı ve skutečnosti daľśı chybu, protože
ořezáńım jsme ztratili i část energie, která do scény patřila (nevznikla šumem).

3 Výpočet globálńıho osvětleńı v reálném čase

V této kapitole se budeme zabývat metodami, urychluj́ıćımi výpočet globálńıho osvětleńı s VPL.

3.1 Reflective Shadow Maps

Prvńı metoda se soustřed́ı na urychleńı distribuce virtuálńıch světel. Budeme generovat pouze
světla př́ımo viditelná z reálného světelného zdroje. Využijeme st́ınové mapy, popsané v kapi-
tole 2.4.
Každý bod uložený ve st́ınové mapě se stane novým VPL. Generujeme tedy pouze cesty č́ıtaj́ıćı
dva body (světelný zdroj a VPL).
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3.1.1 Př́ılǐs mnoho světel

Nevýhodou této metody je, že pokud má st́ınová mapa vysoké rozlǐseńı, vygeneruje se zbytečně
velké množstv́ı světel, což má za následek zpomaleńı výpočtu nepř́ımého osvětleńı při vykreslováńı
scény.
Tento problém lze řešit např́ıklad podvzorkováńım světelné mapy.
Jinou možnost́ı je do výpočtu osvětleńı bodu x zahrnout pouze relevantńı VPL. Př́ıspěvek virtuálńıho
světla k intenzitě bodu x se vynásob́ı váhou v závislosti na vzdálenosti VPL od x ve st́ınové mapě
(v projekci světla).

3.2 Incremental Instant Radiosity

Nyńı poṕı̌seme urychlovaćı metodu, která se zaměřuje na př́ıpad, kdy se světla mohou pohy-
bovat, scéna však z̊ustává statická. Kĺıčem k urychleńı je předpoklad, že se světla mezi dvěma
sńımky pohnula pouze ”málo”a tedy, že st́ınové mapy v obou sńımćıch pro dané světlo sd́ıĺı většinu
bod̊u. V novém sńımku využijeme virtuálńıch světel ze sńımku předchoźıho. VPL, která jsou za-
krytá překážkou nebo se nacházej́ı mimo ”zorné pole”světla odstrańıme a přidáme nová. Budeme
se snažit přidávat nová virtuálńı světla tak, abychom zároveň zachovávali rovnoměrnost jejich
pokryt́ı.

(a) VPL vytvořená metodou Reflective Shadow Maps
(b) Výpočet nepř́ımého osvětleńı (pro oranžový bod)
(c) Posun světla - jedno z virtuálńıch světel se stane nevalidńım.
Obrázek převzat z [5].

Algoritmus v bodech:

1. Určeńı platnosti všech stávaj́ıćıch VPL

2. Odstraněńı nevalidńıch VPL (v zájmu zachováńı rovnoměrného pokryt́ı i některých va-
lidńıch)

3. Vytvořeńı nových VPL

4. Výpočet intenzity nových VPL

5. Projekce VPL podle nové pozice světla

3.2.1 Odstraňováńı VPL

Kromě validńıch světel odstrańıme i některá daľśı, abychom udržovali rovnoměrnost pokryt́ı. Kv̊uli
rychlosti využijeme pro odstraňováńı jednoduchého hladového algoritmu. Budeme odstraňovat
virtuálńı světla z mı́st, kde maj́ı největš́ı hustotu (jsou mezi nimi malé vzdálenosti). Nejprve
z projekce VPL (z pohledu světla) vytvoř́ıme triangulaci (vrcholy odpov́ıdaj́ı virtuálńım světl̊um).
Smažeme světlo, které má v triangulaci nejkratš́ı hrany. Počet světel, která se mohou smazat
většinou urč́ıme předem (kv̊uli zachováńı sńımkovaćı frekvence).
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3.2.2 Přidáváńı VPL

Nová světla budeme přidávat do mı́st s nejmenš́ım pokryt́ım.
Z triangulace vytvoř́ıme Voronoi̊uv diagram a nalezneme bod, který má největš́ı vzdálenost

k nejbližš́ım virtuálńım světl̊um (bude to některý z pr̊useč́ık̊u hran diagramu) a do něj přidáme
nové VPL. Vzdálenost se nepoč́ıtá ve scéně, ale na projekci světelného zdroje. Stejně jako v př́ıpadě
mazáńı, budeme počet přidaných světel shora omezovat konstantou, abychom př́ılǐs nesnižovali
sńımkvou frekvenci.

3.3 Imperfect Shadow Maps

Technika probraná v této kapitole se zabývá urychleńım výpočtu st́ınových map. Ćılem je aproxi-
mace globálńıho osvětleńı dynamických scén v reálném čase.

Při generováńı st́ınové mapy nejprve náhodně urč́ıme množinu bod̊u, kde vypočteme hloubku.
Hodnoty ve zbývaj́ıćıch bodech budeme interpolovat pomoćı Pull-push algoritmu.

3.3.1 Pull-push algoritmus

Necht’ je st́ınová mapa uložená ve čtvercové matici se stranou délky 2n. Vygenerujeme st́ınové mapy
s nižš́ım rozlǐseńım o velikostech 2n−1, ..., 1. Ćılem je interpolovat chyběj́ıćı hodnoty. Interpolace
má dvě fáze:

1. Procháźıme od mapy s nejvyšš́ım rozlǐseńım k mapě s nejnižš́ım a poč́ıtáme hodnoty pixel̊u
pr̊uměrováńım (čtyř jemněǰśıch pixel̊u z předchoźı mapy). Pokud žádný ze čtyř pixel̊u neńı
definován, necháme hodnotu nevyplněnou.

2. Procháźıme od mapy s nejnižš́ım rozlǐseńım. Tam, kde naraźıme na chyběj́ıćı hodnotu ji
vyplńıme zkoṕırováńım hodnoty z př́ıslušného mı́sta hrubš́ı mapy.

Poznámka: Pokud při pr̊uchodu dol̊u dospějeme k mapě, jež má všechny hodnoty definované,
nemuśıme vytvářet daľśı mapy s hrubš́ım rozlǐseńım.
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