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Opakování 
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Opakování 

ÅGMM = geometrie + statistika + biologie + antropologie + ... 

Å3ÔÕÄÉÕÍ ÔÖÁÒÕ Á ÊÅÈÏ ÚÍñÎ 

 

Å4ÖÁÒ Ͼ ÇÅÏÍÅÔÒÉÃËÜ ÄÁÔÁ ɉÓÏÕĠÁÄÎÉÃÅ ɀ velikost ɀ posunutí ɀ 
ÏÔÏéÅÎþ Ɋ 

 

Å:ÖñÔĤÅÎþȟ ÐÏÓÕÎÕÔþȟ ÒÏÔÁÃÅ ɀ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÅ ÓÏÕĠÁÄÎÉÃ 

ÅLineární, realizace maticovými operacemi 

M
a

te
m

a
ti
ka

 p
ro

 g
e
o

m
e

tr
ic

ko
u

 
m

o
rf

o
m

e
tr

ii 
(2

) 

6 



Opakování 

ÅVektory ɀ ÓéþÔÜÎþȟ ÓËÁÌÜÒÎþ ÓÏÕéÉÎȟ ÖÒÃÈÏÌȟ ÓÍñÒ 

 

ÅMatice ɀ ÓéþÔÜÎþȟ ÎÜÓÏÂÅÎþȟ ÖÅËÔÏÒ ÊÁËÏ ÍÁÔÉÃÅ 

Åὃὄ ὅ 

Åὧ ╪ᶻϽ╫z  

 

ÅTransformace 
ÅRotace ɀ ÒÏÔÁéÎþ ÍÁÔÉÃÅ  

ÃÏÓ ‌ ÓÉÎ‌
ÓÉÎ ‌ ÃÏÓ ‌

 

ÅPosunutí ɀ ÐĠÉéÔÅÎþ ÖÅËÔÏÒÕ  
ὼȟώ Ὠὼ Ὠώ ὼ Ὠὼȟώ Ὠώ 

Å:ÖñÔĤÅÎþ ɀ násobení skalárem 
ὥὼȟώ ὥὼȟὥώ 
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Opakování 

ÅVelikost ɀ centroid size (CS) 

 

ÅTvar ɀ ÔÖÁÒÏÖï ÐÒÏÍñÎÎï 

ÅEliminace rozdílné velikosti, polohy, orientace 

 

 

 

 

ÅRegistrace (normalizace) 

Å/ÂÅÃÎñ ÈÌÅÄÜÎþ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÅ ÊÅÄÎÏÈÏ ÄÁÔÏÖïÈÏ ÓÏÕÂÏÒÕ ÎÁ ÄÒÕÈĻ 

Å6 ÎÁĤÅÍ ÐĠþÐÁÄÅ ÚÁÔþÍ ÒÉÇÉÄÎþ ɀ ÐÏÓÕÎÕÔþȟ ÒÏÔÁÃÅȟ ÚÖñÔĤÅÎþ 

 

ÅDvoubodová registrace (Bookstein) 
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0ĠþËÌÁÄÙ ÎÁ ÐÒÏÃÖÉéÅÎþ 

Å6ÚÄÜÌÅÎÏÓÔ ÄÖÏÕ ÂÏÄĳ 
a) ὖ υȟσȟρȟὗ ψȟφȟπ 

b) ὖ ρȢυȟτȢρȟὗ υȢρȟςȢπ 

 

ÅCentroid size tvaru popsaného landmarky 
a) ὃ φȟρȟπȟὄ σȟρȟυȟὅ ρȟρȟρȟὈ ρȟτȟρ 

b) ὃ ςȢρȟπȢρȟὄ υȢρȟςȢπȟὅ ρȢρȟσȢς 

 

Å/ÔÏéÅÎþ ÂÏÄÕ ! ÏËÏÌÏ ÐÏéÜÔËÕ Ï ĭÈÅÌ ‌ ÖÅ ÓÍñÒÕ 
ÈÏÄÉÎÏÖĻÃÈ ÒÕéÉéÅË 
a) ὃ ςȟσȟ‌ ρρυЈ 

b) ὃ ρȟτȟ‌ συЈ 

c) ὃ υȟρȟ‌ τπЈ 
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PĠþËÌÁÄÙ ÎÁ ÐÒÏÃÖÉéÅÎþ 

Å0ÏéÅÔ ÓÔÕÐĐĳ ÖÏÌÎÏÓÔÉ ÔÖÁÒÕ ÐÏÐÓÁÎïÈÏ Ὧ landmarky ve 
2D/3D 

a) 2D, Ὧ υ 

b) 3D, Ὧ τ 

 

Å[*] Booksteinova transformace 2D tvaru popsaného 
landmarky s baseline definovanou 1. a 2. landmarkem 

a) ρȟςȟςȟσȟτȟρ 

b) υȟρȟσȟςȟ ρȟψ 
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Prokrustovská analýza 

Åȵ,ÅÐĤþȰ ÁÌÔÅÒÎÁÔÉÖÁ 
Å&ÕÎÇÕÊÅ ÖÅ Υ$ȟ ÎÅÎþ ÏÖÌÉÖÎñÎÁ ÖĻÂñÒÅÍ ÚÜËÌÁÄÎÙ 

 

Å(ÌÅÄÜÎþ ÎÅÊÌÅÐĤþÃÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒĳ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÅ ɉÐÏÓÕÎÕÔþȟ ĤËÜÌÏÖÜÎþȟ 
ÒÏÔÁÃÅɊ ÖÅ ÓÍÙÓÌÕ ÎÅÊÍÅÎĤþ ÖÚÄÜÌÅÎÏÓÔÉ ÏÄÐÏÖþÄÁÊþÃþÃÈ ÓÉ ÌÁÎÄÍÁÒËĳ 
ɉÎÅÊÍÅÎĤþÃÈ éÔÖÅÒÃĳɊ 
 
Å/ÐÔÉÍÁÌÉÚÁéÎþ ÐÒÏÂÌïÍ 
ÅªéÅÌÏÖÜ ÆÕÎËÃÅ ÐÏÐÉÓÕÊÅ ÃÅÎÕ ĠÅĤÅÎþ ɉÊÁË ÍÏÃ ÊÅ ĤÐÁÔÎïɊ 
Å-ÉÎÉÍÁÌÉÚÁÃÅ ĭéÅÌÏÖï ÆÕÎËÃÅ 
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0ÒÏÓÔÏÒ ĠÅĤÅÎþ ɉÐÁÒÁÍÅÔÒĳɊ 

#
Å
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'ÌÏÂÜÌÎñ ÅØÔÒïÍÎþ ĠÅĤÅÎþ 



Prokrustovská analýza 

ÅIdea 
ÅNalezení rigidní transformace která minimializuje vzájemnou 

vzdálenost eliminuje rozdílnou polohu a velikost 
 

ÅAlgoritmus 
Å2ÏÚËÌÁÄ ÎÁ ÄÖÁ ÐÒÏÂÌïÍÙ ɉÄÖÏÊÉÃÅ Á ÍÎÏĿÉÎÁɊ 
Å4ñĿÉĤÔñ Ö ÐÏéÜÔËÕ 
ÅJednotková velikost 
ÅMinimalizace vzálenosti ÏÄ ÐÒĳÍñÒÕ (ne vzájemnou) 
ÅSuboptimální 
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Prokrustovská analýza 

1. 0ÒÏÂÌïÍ ÍÎÏĿÉÎÙ ÊÅÄÉÎÃĳ 

Å(ÌÅÄÜÍ ÔÁËÏÖï ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÅ ÊÅÄÎÏÔÌÉÖĻÃÈ ÊÅÄÉÎÃĳȟ ÁÂÙ ÃÅÌËÏÖĻ 
ÓÏÕéÅÔ ÖÚÄÜÌÅÎÏÓÔþ ɉÐĠÅÓ ÖĤÅÃÈÎÙ ÖÚÏÒËÙ Á ÊÅÊÉÃÈ ÌÁÎÄÍÁÒËÙɊ ÏÄ 
ÐÒĳÍñÒÕ ÂÙÌ ÎÅÊÍÅÎĤþ 

Å0ÒÏÂÌïÍȡ ÐÒĳÍñÒ ÓÅ ÐÏéþÔÜ ÁĿ Ú ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÏÖÁÎĻÃÈ ÖÚÏÒËĳ 

 

2. Problém dvojice 

Å2ÅÆÅÒÅÎéÎþ Á ÐÏÈÙÂÌÉÖĻ ÔÖÁÒ 

Å4ÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÅ ÐÏÈÙÂÌÉÖïÈÏ ÔÖÁÒÕ ÁÂÙ ÓÅ ÐĠÉÂÌþĿÉÌ ÒÅÆÅÒÅÎéÎþÍÕ 

 

Å0ÒÏÂÌïÍ ΣȢ ĠÅĤÅÎ ÊÁËÏ ÐÏÓÌÏÕÐÎÏÓÔ ÐÒÏÂÌïÍĳ ΤȢ 

Å*ÅÄÅÎ Ú ÖÚÏÒËĳ ÖÙÂÒÜÎ ÊÁËÏ ÐÒĳÍñÒ 

Å:ÁÒÏÖÎÜÎþ ÐÏ ÄÖÏÕ Á ÓÐÏéþÔÜÎþ ÎÏÖïÈÏ ÐÒĳÍñÒÕ 
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Prokrustovská analýza 

ÅJak ohodnotit transformaci 

ὢ
ὢ ◄

ὅὛ
Ὄ ὣὌ 

 
ὣὌ ὢ ᴼάὭὲ 

 
Å2ÅÆÅÒÅÎéÎþ ÔÖÁÒ ὢ ɉÊÅÄÎÏÔËÏÖï ÖÅÌÉËÏÓÔÉ Ó ÔñĿÉĤÔñÍ Ö ÐÏéÜÔËÕɊȟ 
ËÔÅÒïÍÕ ÓÅ ÃÈÃÉ ÎÅÊÖþé ÐĠÉÂÌþĿÉÔ ÏÂÊÅËÔÅÍ ὢ 

Åὢ pÏÓÕÎÅÍÅ Á ÚÍÅÎĤþÍÅ ὣ ÎÁ Á ÎÁËÏÎÅÃ ÏÔÏéþÍÅ ÎÁ ὢ 

Å◄ jÅ ÐÏÌÏÈÁ ÔñĿÉĤÔñȟ ÐÏÓÕÎ ÔñĿÉĤÔñ ÄÏ ÐÏéÜÔËÕ 

Å#3 ÊÅ ÓÔĠÅÄÏÖÜ ÖÅÌÉËÏÓÔȟ ĤËÜÌÏÖÜÎþ ÎÁ ÊÅÄÎÏÔËÏÖÏÕ ÖÅÌÉËÏÓÔ 

ÅὌ jÅ ÒÏÔÁéÎþ ÍÁÔÉÃÅȟ ĭÈÅÌ ËÔÅÒĻ ÊÉ ÄÅÆÉÎÕÊÅ ÓÅ ÓÐÏéþÔÜ 
ÍÉÎÉÍÁÌÉÚÁÃþ ÖÚÄÜÌÅÎÏÓÔþ Ë ÒÅÆÅÒÅÎéÎþÍÕ ÔÖÁÒÕ 

ÅNorma ȣ ÏÄÐÏÖþÄÜ ÓÏÕéÔÕ éÔÖÅÒÃĳ 
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Prokrustovská analýza 

Å(Frobeniova) norma a stopa matice 

Å ὃ ḧ ὃ ὸὶὃὃ 

 
ÅDosazení 

Å ὣὌ ὢ ὸὶὣὣ ὢὢ ςὸὶὢὣὌ 

 
Å-ÁØÉÍÁÌÉÚÁÃÅ ÐÏÓÌÅÄÎþÈÏ éÌÅÎÕ Á 36$ 

ÅὸὶὢὣὌ ὸὶὟὛὠὌ ὸὶὛὠὌὟ ὸὶὛὗ 

ÅὸὶὛὗᴼάὥὼ 
 

Å1 ÊÅ ÊÅÄÎÏÔËÏÖÜ ÐÒÏÔÏĿÅ ÔÁË ÍÁØÉÍÁÌÉÚÕÊÅ ÓÔÏÐÕ 

Åὗ ὠὌὟ Ὅ 
 

ÅCo musþÍÅ ÕÄñÌÁÔ 
ÅSingular value decomposition: ὢὣ ὟὛὠ  

ÅὌ ὠὟ  
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Singular Value Decomposition 

Å2ÏÚËÌÁÄ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁéÎþ ÍÁÔÉÃÅ ╜ ÎÁ ÄÖñ ÒÏÔÁÃÅ Á ÚÖñÔĤÅÎþ 

 
╜ ╤ ╥  

 

Å╤, ╥  rotaéÎþ ÍÁÔÉÃÅ 

 

Å
„ π π
π „ π
π π Ệ

 

Å„ - singulární hodnoty 

Å:ÖñÔĤÅÎþ ÖÅ ÓÍñÒÕ ÏÓþ ÓÏÕĠÁÄÎïÈÏ ÓÙÓÔïÍÕ Ï „ 
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OPA - demonstrace 

ÅR 
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GPA - demonstrace 

ÅPAST, Morphome3cs 

Å3D 
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3D GPA 

Å/ÂÌÉéÅÊÅ 

ÅGPA pouze na landmarcích a podle stejné transformace 
ÐĠÅÐÏéþÔÜÎþ ÃÅÌï ÓþÔñ 
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GPA ɀ shrnutí 

ÅVýhody 

Å2ÏÚĤÉĠÉÔÅÌÎï ÄÏ Υ$ȟ ÓÔÁÂÉÌÎþȟ ÒÙÃÈÌÜȟ ÊÅÄÎÏÔËÏÖÜ ÖÅÌÉËÏÓÔ 

 

ÅNevýhody 

Å6ĤÅÃÈÎÙ ÌÁÎÄÍÁÒËÙ ÍÁÊþ ÓÔÅÊÎÏÕ ÖÜÈÕȟ ÎÅÎþ ÐÏÄÃÈÙÃÅÎÁ ÒĳÚÎÜ 
ÓÔÁÂÉÌÉÔÁ ÌÁÎÄÍÁÒËĳ ɉ0ÉÎÏÃÃÈÉÏɊ 

Å%ØÔÒïÍÎþ ÊÅÄÉÎÅÃ ÍĳĿÅ ÒÏÚÈÏÄÉÔ ÚÁÒÏÖÎÜÎþ ÃÅÌï ÓËÕÐÉÎÙȟ 
ÐÒÏÔÏĿÅ ÃÈÙÂÁ ÓÅ ÒÏÚÌÏĿþ ÄÏ ÖĤÅÃÈ ÖÚÄÜÌÅÎÏÓÔþ 

Å~ÅĤÅÎþȡ ÍÅÄÉÜÎȟ ÐĠÅÄÖĻÂñÒ 
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Resistant-fit analýza 

Å4ÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÅ Ö '0! ÓÅ ÕÒéþ ÐÏÍÏÃþ ÍÅÄÉÜÎÕ ÏÄÐÏÖþÄÁÊþÃþÃÈ 
ÓÉ ÌÁÎÄÍÁÒËĳ 

 

 

 

 

 

Å0ÒĳÍñÒ 

Åὸ ὴ ή Ễ ὴ ή σȢς 

 

ÅMedián 
Å3ÅÔĠþÄÉÔȟ ÖÙÂÒÁÔ ÐÒÏÓÔĠÅÄÎþ 

Åὸ άὩὨὭὥὲὴ ήȟ ȣȟ ὴ ή άὩὨὭὥὲσȟσȟσȟσȟτ σ 
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Srovnání registrací 
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Booksteinova registrace 

Klouzavá základna Prokrustovská registrace 



Parametrický prostor 

ÅProstor lidí 
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Obvod pasu 



0ÒÏÓÔÏÒ ÔÒÏÊĭÈÅÌÎþËĳ 

Å.Á ÚÁéÜÔËÕ ÍÜÍ ÓÏÕĠÁÄÎÉÃÅ ÖÒÃÈÏÌĳ ÔÒÏÊĭÈÅÌÎþËĳ ɉËÏÎÆÉÇÕÒÁéÎþ 
prostor) 
 
Å0Ï ÚÁÒÏÖÎÜÎþ ÔÒÏÊĭÈÅÎþËĳ ÚþÓËÜÍ ÐÒÏÓÔÏÒ ËÔÅÒĻ ÍÜ ÊÅÎ Τ ÓÔÕÐÎñ 

volnosti 
 
ÅProstor je omezený ɀ ÔÖÏĠþ ÐÏÖÒÃÈ ÐÏÌÏËÏÕÌÅ 
ÅDva parametry jsou azimut a elevace 
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0ÒÏÓÔÏÒ ÔÒÏÊĭÈÅÌÎþËĳ 
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0ÒÏÓÔÏÒ ÔÒÏÊĭÈÅÌÎþËĳ 

ÅIÜÓÔÅéÎÜ ÐÒÏËÒÕÓÔÏÖÓËÜ ÖÚÄÜÌÅÎÏÓÔ 
Å0ĠþÍÜ ÖÚÄÜÌÅÎÏÓÔ ÍÅÚÉ ÄÖñÍÁ ÂÏÄÙ ÎÁ ÐÏÖÒÃÈÕ 

Å4ÖÁÒ ÐĠÅÃÈÜÚÅÊþÃþ Ú ÊÅÄÎÏÈÏ ÄÏ ÄÒÕÈïÈÏ ÎÅÍÜ 
jednotkovou velikost 

ÅOdpovídá ςÓÉÎ  

 

ÅProkrustovská vzdálenost 
ÅVzdálenost po povrchu 

ÅOdpovídá ” 

 

ÅÚplná Prokrustovská vzdálenost 
ÅBez obledu na jednotkovou velikost, velikost je ÃÏÓ ” 

Å.ÅÊËÒÁÔĤþ ÖÚÄÜÌÅÎÏÓÔȟ ÏÄÐÏÖþÄÜ ÓÉÎ ” 
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+ÅÎÄÁÌÌĳÖ ÐÒÏÓÔÏÒ 

ÅProstor indukovaný úplnou prokrustovskou vzdáleností 

Å6ÚÜÊÅÍÎï ÖÚÄÜÌÅÎÏÓÔÉ ÌÉÂÏÖÏÌÎĻÃÈ ÂÏÄĳ Ö ÐÒÏÓÔÏÒÕ 
odpovídají úplné prokrustovské vzdálenosti 

Å4Ï ÎÅÐÌÁÔÉÌÏ Õ ÐÒÏÓÔÏÒÕ ÔÒÏÊĭÈÅÌÎþËĳ 

Å/ÄÐÏÖþÄÜ ÐÏÖÒÃÈÕ ËÏÕÌÅ Ï ÐÒĳÍñÒÕ ΣȾΤ 
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$ĳÓÌÅÄËÙ ÚÁËĠÉÖÅÎþ ÐÒÏÓÔÏÒÕ 

Å3ÔÁÔÉÓÔÉÃËï ÍÅÔÏÄÙ ÐÒÁÃÕÊþ ÎÁ ÐÌÏĤÅȟ ÎÅ ÓÆïĠÅ 

Å.ñËÔÅÒï ÍÏÈÏÕ ÐÒÁÃÏÖÁÔ Ö ÚÁËĠÉÖÅÎïÍ ÐÒÏÓÔÏÒÕȟ ÊÉÎï ÎÅ 

 

Å#ÈÃÅÍÅ ÐÏÕĿþÖÁÔ ÊÅÄÎÏÄÕÃÈÏÕ %ÕËÌÅÉÄÏÖÓËÏÕ ÖÚÄÜÌÅÎÏÓÔ ÍÅÚÉ 
ÖÅËÔÏÒÙ ÔÖÁÒÏÖĻÃÈ ÐÒÏÍñÎÎĻÃÈ 

ÅὉ ╪ȟ╫ В ὥ ὦ  

 

Å$Ü ÓÅ ÐÏÕĿþÔ ÐÒÏ ÐÏÒÏÖÎÜÎþ ÐÏÄÏÂÎĻÃÈ ÔÖÁÒĳ ÐĠÉ ÐÒÏÊÅËÃÉ ÄÏ ÔÅéÎï 
ÒÏÖÉÎÙ ÏËÏÌÏ ÒÅÆÅÒÅÎéÎþÈÏ ÔÖÁÒÕ 

 

Å0ĠþËÌÁÄ 

Å4ÅÏÒÅÔÉÃËÙ ÍĳĿÕ ÓÒÏÖÎÜÖÁÔ ÌÅÂËÙ ÏÄÌÉĤÎĻÃÈ ĿÉÖÏéÉÃÈĳ ÐÏËÕÄ ÍÁÊþ 
ÓÔÅÊÎĻ ÐÏéÅÔ ÌÁÎÄÍÁÒËĳ 

Å6ÚÄÜÌÅÎÏÓÔÉ ÎÅÂÕÄÏÕ ÅØÔÒïÍÎñ ÏÄÌÉĤÎï ɉĠÜÄÏÖñɊ 

M
a

te
m

a
ti
ka

 p
ro

 g
e
o

m
e

tr
ic

ko
u

 
m

o
rf

o
m

e
tr

ii 
(2

) 

28 



4ÅéÎĻ ÐÒÏÓÔÏÒ 

ÅRovina (platí eukleidovské vzdálenosti, LA) 

 

Å$ÏÔĻËÜ ÓÅ ÐÒÏÓÔÏÒÕ ÔÖÁÒĳ Ö ÊÅÄÎÏÍ ÂÏÄñ ɉÒÅÆÅÒÅÎéÎþ ÔÖÁÒȟ 
napr. pÒĳÍñÒÎĻ ÔÖÁÒɊ 

ÅIþÍ ÄÜÌÅ ÏÄ ÔÏÈÏÔÏ ÂÏÄÕ ÔþÍ ÖþÃ ÊÓÏÕ ÖÚÜÊÅÍÎï ÖÚÄÜÌÅÎÏÓÔÉ 
deformované 

 

Å$Öñ ÍÏĿÎÏÓÔÉȟ ÐÒÏÊÅËÃÅ 

ÅPravoúhlá 

ÅStereografická M
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