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Monte Carlo integrace

Odhadovany integral: | = J' f( x| dx

Piedpoklad: f(x) OL?(0,1

Je-1i £ nahodné Cislo s distribuci R(O 1), pak £(¢) je

tzv. primarni odhad integralu: ( E)
prlm

Odhad je nestranny, nebot’:

E(< pnm) J'f( x)dx =|




Primarni odhad urc. integralu

f()




Rozptyl odhadu

M¢titkem kvality odhadu je jeho rozptyl
(nebo standardni odchylka):
1 1

V(<I>prim) = O —J'\f(x) ~1[*dx —J'f(x |tx 2

(pro nestranny odhad)

Pi1 vypoctu jediného vzorku je rozptyl vysledku
prilis velky!



Sekundarni odhad urc. integralu

f(¢4)/N

f(¢2)/N

f(¢3)/N




Sekundarni odhad

Rozloiem’ integralu na soucet N ¢lenu:

I—J'f( X dx = fo(x) dx = ili

Sekundarni odhad integrélw

sec z I/ prim N z f

Sekundarni odhad je také nestranny.



Rozptyl sekundarniho odhadu
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O-gec :II%Zf(XJ % dx,...dx y - 2 =
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—NJ'f | x) dx 3!
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= pliim .. std. chyba je VN-krat mensi!

(konvergence 1/VN)




Vzorkovani po castech

¢ pi1 vybéru mnoziny nezavislych vzorku se
stejnou hustotou pravdépodobnosti dochazi ke
shlukovani
~ zbyte¢né velky rozptyl odhadu

®» vzorkovani po ¢astech (“stratified sampling™)
- potlacuje shlukovani
- redukuje rozptyl odhadu

= interval se rozd¢li na Casti, které se odhaduji
samostatné



Vzorkovani po castech

f(x)

f(c;)




Vzorkovani po castech

Rozd¢leni intervalu (0,1) na N éasti A;:

I=J1'f(x)dx =§1J'f(x)dx =§1Ii

Odhad integrélw

strat z I/ prim N z f(E f( EI) LA

1=1




Rozptyl vzorkovani po castech

NdXi _Iiz

, (X f
Ostrat = ; iWH

1 N
1
:N!fz(x)dx - ZI,Z < 0%,

1=1

... Tozptyl nemuze byt vétsi nez
u sekundarniho odhadu!



Rozklad intervalu na casti

¢ uniformni rozklad intervalu (0,1)
— pfirozena metoda pro zcela neznamou funkci f

¢ zname-li alespon piiblizn¢ pribéh funkce f,
snazime se o takovy rozklad, aby byl rozptyl
funkce na subintervalech co nejmensi

¢ rozklad d-rozmérného intervalu vede na N°
vypoctu
— usporn€jsi metodou je vzorkovani “N vezi”



Vzorkovani podle dulezitosti

¢ nckterée Cast1 vzorkovancho intervalu jsou
dilezitéjsi, protoze zde ma f vétsi hodnotu
- vzorky z téchto oblasti maji vétsi vliv na vysledek

» vzorkovani podle dulezitosti (‘“importance
sampling”) umist’uje vzorky prednostné do
takovych oblasti

— vzorkovani je formalné fizeno funkci p(X) ...
hustotou pravdépodobnosti na daném intervalu

=®» mensi rozptyl pii zachovani nestrannosti



Vzorkovani podle dulezitosti




Vzorkovani podle dulezitosti

Uprava odhadovaného integralu:

f(X)

I—J'fx)dx _Ip(x)

Ma-li nahodna proménna & rozdéleni s hustotou p(x),
odhadujeme integral | vyrazem:

_flg

<|>imp = —) (tento odhad je nestranny)

p| &




Rozptyl vzorkovani podle dulez.

—2 =

dx —12

o =j' Sf—g p(x) dx
[

Pokud se priibéh hustoty p(x) podoba integrované
funkci f(x), odhadujeme integral funkce, ktera
ma mensi rozptyl nez f(x).



Vlastnosti hustoty p(x)
¢ p(x) =0 a p(x) >0 tam, kde f(x) 0
2 Ip(x) dx =1

¢ lze efektivné generovat vzorky s danou
hustotou pravdépodobnosti
— Ize spocitat piislusnou distribucni funkci P(X) a
zinvertovat ji (P-1(x))

M:}p(t)dt



Prakticka implementace

Misto pfimeého vybéru nahodné proménné s hustotou

pravdépodobnosti p(X) bereme T s rovnomérnym
rozdélenim pravdépodobnosti a transformujeme ji:

& =Pt

i
Odhad ma tedy tvar: <I>imp - p( P—l( T))

I:J:'f(x) dx =_if(P ) dP;(t) dt _}f( _1“))

belete)



Kombinovane odhady

f(x)




Kombinace nékolika odhadu

Piedpokladame n ndhodnych proménnych &4, .. &,
s hustotami pravdépodobnosti p4(X), .. P,(X).
Kombinovany odhad integralu bude mit tvar:

Voo = Y W8I

kde w;(X) jsou nezaporné vahové funkce.



Nestrannost kombin. odhadu
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Rozptyl kombinovaneho
odhadu
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Aritmeticky prumér, maximum

n

| =

wi( x| -1

N ave rage

1 pro pjlX] :maxj[pj(x)}
0 jinde

Wi x| =

<I>max = 21 (pi(Ei) = maxj[pj(ai)} )? ;I((EE'I)) 0




Vyrovnana heuristika

W X]| = pi(x) = ” f(ai)
Mo | TRl
O'bal : fZ(X) dx — ” fl x| dx
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Mocnhninna heuristika

Zobecnéni: Wi(X) — i (X)

n
._1p? X|

Dpomer = z z‘)g;’a) 2

B=1. vyrovnana, 3= 00 .. maximalni heuristika




Transformace integrandu

Interpretace kombina¢niho odhadu jako
transformace integrované funkce:

I—J'f( dx—zlj'w x| BK |dx

Kombinace odhadu podle dulezitosti:

3] p,((i’-'f{ ))) Y ot




Jeden clen kombin. odhadu

f(x)




Aritmeticky prumér

. f( Pl'l(t))

pl(Pl_l(t))




Maximum

f{PrYY)
pl( Pl_l(t))
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Vyrovnana heuristika
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Mocninna heuristika pro [3=2

pl(Pl'l(t), [ﬂ(Pl'l(t))
p2[PYt]] +p 3P t)




Ridici funkce

Funkce g(x), ktera aproximuje integrand a
dokazeme ji analyticky zintegrovat:

I:j'f(x)dx :j'[f(x)—gk)]dx +‘1P* tx =

1

:j’[f(x) —glx[dx + = [Fh ] gx )9 px

0

Nestranny odhad: () =f[&] — g +J




Transformace ridici funkci




"4

Reseni integralnich rovnic

Fredholmova integralni rovnice druhého typu:

+}Kky Eyhy

flx) =g[x]
X \
\

neznama znamé funkce

=» metody konecnych prvkii (vypocet celé funkce)
=» metody Monte Carlo (lokalni vypocet)



Rekurzivni Monte Carlo odhad

Pravou stranu rovnice odhaduji stochasticky
s fidicimi hustotami pravdépodobnosti p;(X):

)=o)+ e -
-]+ e + b ey
_ K(X 51) + K(X,E1) K(Ebaz)
—g(x) (El) 9(21) pl(El) pz(Ez)

g(Ez) T



Rekurzivni Monte Carlo odhad

DL K& )

o 1ol B

1=0

&g =X

{1, &2 &3, .- } se nazyva Markovovsky Fetézec,
jestlize pravdépodobnost p;(X) zavisi pouze na §;_4

Usporngj§i funkciondlni zapis: =g+ T#F

Re$eni (Neumannova fada):  F= g+Tg+T°g+ ..




Ruska ruleta

¢ pi1 odhadu nekone¢né Neumannovy rady se
muze spocitat jen koneCny CasteCny soucet
— pevné dand délka posloupnosti zavadi do odhadu
systematickou chybu

v/

=® vhodn¢jsi je metoda nahodného ukonceni
vypocCtu: tzv. ruska ruleta
~ odhad zustava nestranny

= teoreticky se da tento postup aplikovat i na
vypocet jednotlivého integralu



Ruska ruleta pro jeden integral

Transformace integralu:

1 P
I=‘!)'f(x)dx =‘£F1,f(Ft,)dt O<P <1

Nestranny odhad s jednim nahodnym vzorkem:

148
5t 5) pro & <P

<I>Russ

0 jinak




Ruska ruleta pro integr. rovnice

K|&j-1.&;| O

K []]
o1 0o &), o =
Russ,r :Z %1 Pj m}(aj) ﬂ( ) o =X

{15 €25 -+ €4t j€ konecna nahodnd prochéazka,
protoze odhad H(¢, )= O.

Kazdy vzorek &; je vybiran s pravdépodobnosti P,
a s hustotou rozd¢leni p;(x).

Pokud ndhodna proménna Tt;,4 > P;,4, cely proces se
zastavi; jinak se vygeneruje §;,4 (a pfida se dalsi ¢len).




Volba pravdepodobnosti

1
Ve fyzikalnich aplikacich je ¢asto: J'K(X,y) dy <1
0

Tehdy lze jadro K pouZit ke kostrukei tzv.
subkritického rozdéleni pravdépodobnosti:

B =}K(Ei_1,y)dy, p x| =K(EiF;i1,X)

K
Odhad pak bude mit tvar: <f( X) >subcrit = z g( Ei)
1=1




Odhad pristi udalosti

Ptedchozi odhad miva velky rozptyl (malo s¢itanct
je nenulovych). Lepsi vysledky dava metoda
odhadujici ¢len g(X) o jeden stupen presné;ji:

fix] =glx] +hix]

h x) =}K(x y| By dy =

:}K(x,y) @y |dy +J1k Ky |y dy




Odhad pristi udalosti

¢ prvni integral se odhaduje za pomoci pravde-
podobnosti s hustotou podobnou funkci g(x)
- ndhodnd proménnd {; s hustotou p;(X)

¢ druhy integral se odhaduje pomoci
subkritické hustoty pravdépodobnosti jadra K

- ndhodna proménna &; s hustotou K(§;_4,X)/P,

<h(x)>nextev - K(Xéi(l)Z?)(Zl) +<h(€1) >nextev



Odhad pristi udalosti

Odhad funkce h:

1), =y 000

=1

Odhad integralni rovnice:

<f nextev i K(E' L Z' g(zl)

=1 Pi Zu




Konec
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