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ABSTRAKT
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Abstrakt: Tato prace zkouma registraci obrazu, presnéji konstrukei mapovaci funkce,
pomoci Gaussovych funkci, které maji vyrazny lokalni charakter, narozdil od pou-
Zivané baze Thin Plate Spline (TPS). Déle se prace zabyva automatickou volbou
vyhlazovaciho parametru. Je zde navrzena vlastni metoda pro volbu parametri, ve
které se pomoci zvoleného kritéria urcuji nejvhodnéjsi hodnoty vSech volnych para-
metri v modelu. Porovndvana byla kritéria: Generalized Cross Validation (GCV),
Cross Validation (CV), Robustified Cross Validation (RCV), Akaike Information
Criterion (AIC) a Corrected Aikaike Information Criterion (cAIC). Nakonec bylo
zvoleno GCV kritérium, protoze dosahuje stabilné nejlepsich vysledkd a to i pro
maly pocet vstupt. Ukazalo se, ze mapovani zalozené na Gaussovych RBF s na-
vrzenou metodou prekond pii registraci lokdlné deformovanych obrazkid dokonce
i TPS. Navrhovana metoda je vhodnda pro registraci snimkt s lokalni deformaci,
prikladem mize byt lékarstvi. Dalsi oblasti vyuziti by mohly byt warping a apro-
ximace dvourozmérné funkce.
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vactho parametru, Generalized Cross Validation
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Abstract: This work studies image registration, in particular the construction of the
mapping. For this purpose, we will use a Gaussian function, which has intrinsic lo-
calized behavior, in contrary to the commonly used Thin Plate Spline basis. We will
focus on automatic smoothing parameter selection and introduce a new method in
which we determine the best values for all free parameters according to the chosen
criterion. We consider the following criteria: Generalized Cross Validation (GCV),
Cross Validation (CV), Robustified Cross Validation (RCV), Akaike Information
Criterion (AIC), and Corrected Aikaike Information Criterion (cAIC). Finally, we
choose GCV criterion since it yields the best results even for small datasets. It turns
out that mapping based on Gaussian functions with proposed method outperforms
the TPS in the registration of locally deformed images. The proposed method is
suitable for image registration with local deformation, e.g. in medical applications.
It could be also used for warping and approximation of two-dimensional functions.
Keywords: image registration, Gaussian radial basis function, smoothing parameter
selection, Generalized Cross Validation
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Kapitola 1

Uvod do problému

Registrace obrazu jako védni disciplina patii do oblasti zpracovani ob-
razu. Prestoze se jiz pomérné dlouhou dobu uplatiuje v celé fadé aplikaci,
neustale se vyviji a hledaji se nové pristupy pro jeji zdokonaleni.

Tato diplomové prace se zaméiuje na jeden ze ¢tyt kroki registrace ob-
razu, a to na konstrukci mapovaci funkce. Konkrétné se snazi prozkoumat
jiné moznosti konstrukce mapovani nez jsou pouzivané Thin Plate Spline
(TPS), jedna se o Gaussovy radidlni funkce, které by méli prinést nékteré
odlisné vlastnosti.

Struktura prace je nasledujici. V tivodu jsou nejprve vysvétleny zakladni
pojmy registrace obrazu a je zde popsané, kde se pii registraci radidlni ba-
zové funkce vyuzivaji. Dale jsou naznaceny mozné problémy a ukizana mo-
tivace této prace; ivod uzaviraji cile a vysledky.

Prvni ¢ast zabyvajici se zndmou teorii obsahuje dvé kapitoly. Kapitola 2
popisuje konstrukci mapovani pomoci radidlnich bazovych funkci a uvadi
kace a moznosti feSeni mapovani. Kapitola 3 se zabyva moznostmi volby
vyhlazovaciho parametru a vysvétluje kritéria, kterd je mozné pro automa-
tickou volbu tohoto parametru pouzit.

Druh4 ¢ast obsahujici vysledky se skldda také ze dvou kapitol. Kapitola 4
popisuje navrhovanou metodu vice kriteridlni optimalizace pro Gaussovy
radidlni bazové funkce. Kapitola 5 predvadi chovani mapovani pomoci TPS
a Gaussovych RBF, porovnava vhodnost kritérii pro volbu vyhlazovaciho
parametru a ukazuje vysledky navrhované metody.

Posledni kapitola shrnuje dosazené vysledky a naznacuje mozné oblasti
vyuziti. Soucasti prace je CD s experimenty a zdrojovymi soubory v pro-
stfedi MATLAB.
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1.1 Registrace obrazu

Co skryva pojem registrace obrazovych dat? Jednd se o nalezeni geo-
metrické transformace pro nasledné pouziti s referencnim snimkem. V tloze
o registraci mame dva snimky. Prvni - referen¢ni, ktery se neméni, a druhy,
ktery chceme transformovat tak, aby jej bylo mozné slozit dohromady s re-
ferenénim snimkem.

Mé¢jme napiiklad snimky zemského povrchu, ty jsou pii pofizeni net-
myslné zdeformovany (zakiivenim zemského povrchu, nerovnomérnym le-
tem letadla a pod.). Potfebujeme tuto deformaci odstranit, abychom mohli
snimky slozit do jednoho vétsiho a zhotovit naptiklad mapu. Referenénim
snimkem v tomto pripadé mize byt stard mapa nebo nedeformovany snimek.

Jinymi piiklady jsou registrace fotografii stejného mista, ale porizené
s jistym Casovym odstupem, coz umoziuje sledovat vzniklé zmény. Také se
registruji snimky potizené v rtznych castech spektra nebo vystupy z rozdil-
nych metod.

Registrace se sklad4 z nasledujicich ¢asti:

1. Vyber ridicich bodu
Vybiraji se vyznacné body, linie, plochy a to v referenc¢nim i v pfipojo-
vaném snimku. Proto by tyto objekty mély existovat v obou snimcich
a byt tedy napriklad stabilni v ¢ase, pfipadné se projevovat ve velké
Casti spektra. Zalezi na tom, jaké zmény se mezi snimky ocCekévaji.
Vybér byva realizovan bud ru¢né nebo algoritmicky.

2. Stanoveni korespondence bodi
Stanovi se korespondence fidicich bodt z referencniho snimku s body
z pripojovaného snimku. Vyuzivad se miry podobnosti, prostorovych
vztahti mezi body, pfipadné symbolickych popist objekt.

3. Konstrukce mapovaci funkce
Na zékladé korespondence fidicich bodt se konstruuje mapovaci funk-
ce. Typicky se zvoli model funkce a volné parametry se dopocitaji
z korespondence bod1.

4. Prevzorkovdni a transformace pFipojovaného obrazu
Pomoci funkce zkonstruované v piedchozim bodé se provede transfor-
mace pripojovaného obrazu. Pii pievzorkovani muize dojit k interpo-
laci, pripadné k primérovani.

1.2 Konstrukce mapovaci funkce

Vstupem této tlohy jsou korespondujici body z referenc¢niho a z pridava-
ného snimku. Méjme dvé soufadné soustavy, v referenénim snimku to bude

soustava urcend vektory (i, ¥), v pfidavaném snimku potom soustava (Z, /)
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Korespondujici body pak vytvoii pary (z;,v;) a (ui,v;) proi = 1,2,... N.
Uloha tedy zni sestrojit zobrazeni T : R? — R? splitujici interpola¢ni pod-
minku:

T(zi,yi) = (ui,v;) Vi=1,2,...N (1.1)

Tato funkce by méla byt v uréitém smyslu rozumné, napiiklad spojita,
hladka, bez ndhlych vykyvid a pfitom dobie vystihovat lokdlni vlastnosti,
zélezi vSak na konkrétnim piipadé. V pripadé Sumu nebo nevérohodnych
dat se uvolnuje interpola¢ni podminka, pridava se regularizacni ¢len a hleda
se funkce aproximujici.

<
<l
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Obrazek 1.1: Nacrt mapovaci funkce.

Typicky se zvoli néjaky model mapovaci funkce, a potom se na za-
kladé korespondence bodl dopocitaji parametry modelu. Model musime
urcit a priori na zakladé znalosti problému, podle toho jakou transformaci
ocekavame. Modely se déli na globalni a lokdlni. Globalni model mé parame-
try platné pro cely snimek, narozdil od lokdlniho modelu, kde se mapovaci
funkce urcuje pro kazdou ¢ast zvlast. Potom se tyto lokalni funkce napojuji,
aby utvorily celkové mapovani. Nastava zde vSak problém se spojitosti na
okrajich lokalnich mapovani.

Priklady mapovacich funkci jsou:

e jednoduché modely jako otoceni, posunuti, zvétSeni a zmenseni

afinni a projektivni transformace

lokalni model zalozeny na triangulaci, mapovani se vyresi pro trojua-
helnicky, které se potom linedrné nebo kubicky spojuji

Thine Plane Spline (TPS), spline funkce napodobujici chovani tenkého
platu
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Protoze vstupni fidici body jsou, jako i jind data, obvykle zatizeny chybou
(zptisobenou napiiklad Sumem), uvoliiuje se podminka interpolace a hleda se
aproximujici TPS. Mapovaci funkce potom nemusi presné spliiovat rovnici
(1.1).

1.3 Znamé vysledky a motivace

Pti pouzivani TPS se objevuji nasledujici nevyhody. Je potiebné znat
pomérné hodné ridicich bodt, nebot pii malém poctu ridicich bodd mize
posunuti jednoho z nich ovlivnit i dosti vzdalené oblasti. Tento problém
popisuji ukazuji Arad a spol. v ¢lanku [2], podle tohoto ¢lanku jsou také
sestrojeny obrazky 1.2, které tyto vlastnosti TPS demonstruji.

Jak je také ukazano v ¢lanku [2], pfi pouziti jiné baze nez TPS, konkrétné
Gaussovych funkci tento problém nenastava. Tyto funkce jsou totiz, narozdil
od baze TPS, hodné lokdlni, coz mize byt nékdy vyhodné. Rozdilné chovani
béaze z Gaussovych funkci ukazuje dvojice obrazki 1.3.

Timto vznikla motivace prozkoumat jiné radidlni bazové funkce nez TPS,
obzvlasté ty, které maji vice lokdlni charakter. Tyto baze by mély odstranit
potifebu zbytecné mnoha ridicich bodd, nutnych pro TPS. Zadavani téchto
bodu je nejen obtizné, ale také zvysuje vypocetni naroky.

Nyni je potieba naznacit néco z teorie stojici za TPS, podrobny popis
teorie TPS nasleduje v kapitole 2. Mapovaci funkce se u TPS hleda pomoci
dvou funkci, prvni z nich minimalizuje vyraz

N
D) =D 1 (@i yi) —ul” +20(F), (1.2)
—

)

druhd potom vyraz analogicky (v; misto u;). Pfitom funkcional ©(f) popi-
suje miru ktivosti funkce f. Nezdporny parametr A se nazyva vyhlazovaci
parametr a urcuje, zda klademe dtiraz na presnost aproximace nebo na miru
kfivosti funkce. Vhodnou volbou tohoto parametru lze odstranit Sum v da-
tech, a pritom nezkreslit mapovaci funkci. Vyhlazovaci parametr se zkousi
ru¢né nebo se automaticky voli z dat, k ¢emu se bézné pouzivd metoda
nazyvana Generalized Cross Validation (GCV).

Nevyhodou, ktera se nékdy u GCV uvadi, je, ze pfi malé zméné vstupnich
dat mtze dojit k pomérné velké zméné hodnoty A, kterou metoda oznaci za
optimalni; tato situace mize nastat obzvlasté pii mensim poctu vstupnich
dat. Déle, jak popisuji Robinson a Moyeed v ¢lanku [20], GCV v nékterych
pripadech voli A mensi nez by bylo optiméalni, opét spi$ pfi mensim poctu
vstupnich dat. Proto vznikla druhd motivace, vyzkousSet jiné metody, které
se pouzivaji ve statistice pro volbu vyhlazovaciho parametru, jestli nejsou
pro konstrukci mapovaci funkce vhodnéjsi nez bézné pouzivana GCV.
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Obrazek 1.2: Ukazka mapovani pomoci TPS — vidime neprirozené nafouknuti
dolni ¢asti obliceje, ridici body byly umistény do rohi, dale stfedu a kraji
ust, zménéna byla pouze poloha bodi na tustech.

Obrazek 1.3: Ukadzka mapovani pomoci Gaussovych funkci — ptisobi pfiro-
zené€ji nez TPS, fidici body byly umistény do roht, déle stiedu a kraji tst,
zménéna byla pouze poloha bodl na tstech.
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1.4 Cile a vysledky této prace

Jak napovédéla predchozi motivacni sekce, cilem této prace je prozkou-
mat moznosti registrace pomoci jinych radidlnich bazovych funkci nez TPS,
konkrétné Gaussovych funkci, které pouzivaji Arad a spol. [2]. S tim také
souvisi ur¢it nejvhodnéjsi metodu jak automaticky volit vyhlazovaci para-
metr.

Préace zahrnuje resSersi existujicich metod registrace pomoci RBF s pfi-
hlédnutim k jinym funkcim nez jsou TPS. Je zde navrhovana vlastni metoda
pro automatickou volbu parametri, jedn4 se o vice kriteridlni optimalizaci,
pii které se hleda optimalni hodnota vSech volnych parametri v modelu.
Tyto ,optimalni“ hodnoty se urcuji pomoci kritéria, které odhaduje vhod-
nost daného parametru.

Déle jsou popséna nastudovand kritéria, kterd se ve statistice pouzivaji
pro volbu vyhlazovaciho parametru, kromé bézné pouzivané GCV jsou to:
Cross Validation (CV), Robustified Cross Validation (RCV), Akaike Infor-
mation Criterion (AIC) a Corrected Aikaike Information Criterion (cAIC).
Na zakladé provedenych experimentt bylo jako nejvhodnéjsi kritérium pro
Gaussovy funkce nakonec zvoleno kritérium GCV, nebot funguje dobie i pro
maly pocet vstupid, ma nejméné problému s existenci minima a produkuje
nejlepsi vysledky (méfeno pomoci stfedni kvadratické odchylky (MSE)). To
Berman [3], k nalezeni lepsiho kritéria nez obvykle pouzivaného GCV.

Provedené pokusy ukéazaly, ze Gaussovy RBF s navrhovanou metodou
jsou vhodné pro registraci snimku, pii kterych dochazi k lokalni deformaci.
Na testovaném obrazku, ktery byl lokdlné zdeformovan, Gaussovy RBF s po-
uzitim navrhované metody dokonce piekonaly TPS.
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Kapitola 2

Konstrukce mapovaci funkce

Jak jiz bylo uvedeno v ¢asti 1.2, tloha o konstrukci mapovaci funkce zni
nasledovné. Mame zadano N korespondujicich dvojic bodu (z;, y;) a (u;, v;).
Hleddme zobrazeni T : R? — R? spliiujici interpola¢ni podminku:

Toto zobrazeni by mélo co nejlépe vystihovat skuteénou transformaci. Nékdy
mizeme podminku (2.1) oslabit, potom mluvime o aproximaci.

V piipadé radidlnich bazovych funkci (RBF) lze konstrukci mapovaci
funkce separovat a fesit mapovani zvlast pro kazdou ze souradnic z,y. Hleda
se potom 1y, Ty : R? — R spliwjici:

Ty(zi,yi) =uwi & Ty(zi,y) =v; Vi=1,2,... ,N (2.2)

Nejprve se budeme zabyvat teorii schovanou za interpolaci pomoci RBF a
potom ukdzeme jak najit feSeni. Oboje uvadim pro funkci 1y, pro Ty je
situace analogicka.

2.1 Interpolac¢ni Thin Plate Spline

Ulohou interpolace je nalezeni funkce f : R? — R, kterd prochazi zada-
nymi body:

Téchto funkci je vSak nekoneéné mnoho, proto je potieba najit zptisob,
jak urcit, kterd z funkci je nejlepSi. V nasem pripadé to znamend najit
funkci, kterd prochazi danymi body a pritom se nejméné méni neboli povrch
[x,y, f(z,y)] m4 nejmensi miru kiivosti; pii fyzikdlnim pohledu je to povrch
s nejmensi potencidlni energii.

Najdeme funkciondl, ktery bude oznacovat miru vhodnosti funkce, opti-
malni funkce potom bude odpovidat minimalni hodnoté funkcionalu. Klicovy

10
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matematicky problém spociva v nalezeni takového funkcionélu, ktery by mél
nejen vysSe uvedené vlastnosti, ale zarovein by zarucoval existenci a jedno-
znacnost feSeni. Postup hledani takovych funkcionalt ukazuje Grimson [10],
stejné jako nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 2.1.1 Necht F je semi-Hilbertuv prostor vsech mozngch povrchi a
O(f) = u(f, f)% je seminorma, pricemz p(f, f)% je semiskaldrni soucin pro-
storu F, potom existuje jednoznacné urceny povrch v F (pFipadné vsechny
pruky vektorového podprostoru, kde je norma © nulovd ), ktery minimalizuje
seminormu © pres vSechny pouvrchy.

Funkciondl tedy musi spliiovat vySe uvedenou podminku a zarovenn by mél
meérit velikost zmén funkce. Dva velmi pfirozené funkciondly, které maji
pozadované vlastnosti, jsou: prvni zalozeny na Laplaceovu operatoru

O1(f) = [//(VQf)dedy]; (2.4)

a druhy obsahujici kvadratickou varianci

1

) 2 ) 2 2 2 2
o ([ (G2) () + (] o
D4 se dokonce fici ze, ostatnich funkciondli, které spliuji vyse uvedené
podminky, neexistuje mnoho druht. Jak opét ukazuje Grimson [10] vSechny
takové funkciondly jsou linedrni kombinaci vy$e uvedenych ©;(f) a ©y(f).
V ¢em se tedy funkciondly lisi a ktery je nejlepsi? Jednim z dulezitych
kriterii je velikost nulového prostoru funkcionalu (vektorovy podprostor, kde
je funkcional ©(f) nulovy). Prvky nulového prostoru nelze pomoci funkcio-
nalu rozlisit, pritom rozdily mezi funkcemi mohou byt velké. Nulovy prostor
je nejmensi u funkciondlu O4(f). Pro ostatni funkcionaly (linedrni kombi-
nace O1(f) a ©2(f)) je jejich nulovy prostor vidy vétsi a obsahuje nulovy
prostor prislusejici k ©4(f). Dalsi vyhoda je, ze pro O4(f) je nulovy prostor
tvofen pravé mnozinou vSech linedrnich funkci a hodnota normy ©9(f) je in-

variantni vzhledem k otocéeni funkce. Dikazy je opét mozné nalézt v ¢lanku
[10].

N4

thin plate spline (TPS) nebo interpolacni thin plate spline. Pokud jsou
soucasti zadanych bodt alespon tfi body nelezici v piimce, je feSeni ur-
Ceno jednoznac¢né. Explicitni tvar feSeni a postup jeho vypoctu je popsin
v sekci (2.3).

Pojmenovani thin plate spline, zndmé z mechaniky, je odvozeno od toho,
ze vyraz ©9( f) aproximuje potencialni energii zohybaného tenkého ocelového
platu. Minimalizace ©2(f) potom odpovida snaze ocelového platu zaujmout

11
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tvar s nejmensi potencialni energii (pouziti TPS v mechanice popisuje Har-
der [12]).

Prvni, kdo predstavili interpola¢ni TPS ve zpracovani obrazu, byli Grim-
son [10] a Bookstein [4]. Ackoliv Grimson tehdy pouzil TPS pro rekonstrukei
povrchu ve stereo vidéni, vyuziva se nyni této metody pro Sirokou $kélu pro-
blémi. Naptiklad vytvareni lebe¢nich implantati, které popisuji Carr a spol.
v €lanku [5], odstranéni deformace na snimcich pofizenych z letadla pred-
stavené skupinou Wiemker a spol. v [21] a samoziejmé registrace. Kvuli
existenci Sumu v ziskanych datech se vSak v aplikacich casto pouziva apro-
ximaé¢ni Thin Plate Spline.

2.2 Aproximac¢ni Thin Plate Spline

Zpracovavané udaje byvaji ¢asto zkresleny Sumem. Na ziskané hodnoty
u; (analogicky v;) se pak divame jako na soucet hladké funkce f(z,y) a
Sumu:

Pfitemz ¢; ~ N(0,0?) jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s normalnim rozdé-
lenim, které ma nulovou stfedni hodnotu a neznamy rozptyl (ale stejny pro
vSechna ¢;). Nezndmd funkce f(z,y) je pravé hledané funkce Ty (z,y) (viz.
vyraz (2.2), analogicky to plati pro Ty (z,y)).

Aby se vliv Sumu omezil, uvoliuje se interpola¢ni podminka (2.3) a pfi-
dava se regularizacni ¢len. Hled4 se potom funkce minimalizujici vyraz:

N
D) =D 1 (@i ys) — wal?

i=1
82f 2 82f 2 82f 9
" A// (a’r&v) 2 (&vay) T <3y3y> dzdy (2.7)

Reseni se nazyva aprozimacni thin plate spline nebo smoothning spline.
Prvni ¢ast vyrazu vyjadiuje velikost chyby funkce f(z,y) na zadanych bo-
dech, méfeno kvadratem euklidovské vzdalenosti. Druhé ¢ast je prevzand z
interpola¢ni TPS a méfi hladkost hledané funkce.

Novy parametr X\ urcuje, zda klademe dtiraz na presnost nebo na hladkost
feSeni. Pokud je parametr A\ pfilis velky, feSeni je zkresleno Sumem. Naopak
je-li A prili§ malé, ztrati se ¢ast informace a reseni je hrubé. Existuji dva
hrani¢ni piipady: prvni extrém je A — 0, kdy se jednd o interpolaci, zatimco
druhy extrém A — oo znamend maximalni vyhlazeni. Tim, jak urc¢it hodnotu
A, aby TeSeni nejlépe vystihovalo skutecnou funkci, se zabyva kapitola 3
»volba vyhlazovaciho parametru®.

Kromé rovnomérné rozlozenych chyb, jak je obvykle predpokladano (viz
Rohr [18]) a vysvétleno zde, je mozné uvazovat také nerovnomérné rozlozeni
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chyb, kterému se vénuji Rohr a spol. [17]. Matematickym pohledem na apro-
xima¢ni TPS se potom zabyva Wahba [22]. Obecnou podobu vyrazu Jy (f)
pro d dimenzi, pfipadné pro spojitost vyssich derivaci, lze nalézt v ¢lancich
autort Berman [3] nebo Wood [26]. Omezime-li se pouze na jednu dimenzi,
je TfeSenim dobre znamy kubicky spline, feSeni ve dvou dimenzich ukazuje
nasledujici sekce.

Aproximacni TPS lze opét vyuzit pro feSeni riznych problémi, priklady
jsou odstranéni Sumu na snimcich zemského povrchu, které popisuje Ber-
man [3], a registrace medicinskych snimku, viz Rohr v knize [19]. Porovna-
nim TPS a mapovani pomoci polynomi a multikvadrik se zabyva Wiemker
[23] a Fogel [9].

2.3 ReSeni mapovani pomoci TPS

Obvykle se feseni problému interpolace i aproximace hled4 v Sobolevové
prostoru W% (prostor funkci, které maji prvni derivaci absolutné spojitou
a druhé parcidlni derivace jsou v kvadratu lebesgueovsky integrovatelné).
Reseni m4 tedy spojité prvni derivace, jeho piesny vypocet popisuje zbytek
této sekce.

Oznatme x vektor (z,y), x; vektor (z;,y;). Podle Arad a spol. [2] lze
pouzitim varian¢niho po¢tu dokéazat, ze feSeni minimalizace Oy(f) ((2.5)),
piipadné Jy(f) ((2.7)) ma tvar

s(x) =Y aigi (Ix —xil)), (2.8)
i=1
kde ||.|| je euklidovskd norma na R?a g;(t) jsou bazické funkce definované
takto:

gi(t) = t*logt, gi(0) =0

Jak je vidét, téchto bazovych funkci je stejné jako zadanych bodl a jejich
stfedy (¢ = 0) jsou umistény na stejnych souradnicich, jaké maji zadané
body x;. VysSe uvedené bazické funkce se nékdy diky své rotac¢ni symetrii
nazyvaji radidlni bazové funkce. O pouziti jinych bazovych funkei nez ¢ log ¢
pojednava sekce 2.4.

2.3.1 interpolac¢ni TPS

Podivejme se nejprve na feseni interpolace pomoci TPS, uvedené v Arad
a spol. [2] nebo Carr a spol. [5]. V rovnici (2.8) mame N neznamych koefici-
entl a;. Potfebnych N podminek pro nalezeni reseni poskytuje primo zadani
tlohy interpolace, viz rovnice (2.3). Vyslednd soustava linearnich rovnic ma
potom tvar

Ga = u, (2.9)
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kde G = gi; = gi(||xi —x,|)), a = (a1,a2,... ,an)? je vektor nezndmych
proménnych a u = (uy,us, ... ,uy)? je vektor znAmych hodnot.

Nevyhoda tohoto mapovani spo¢iva v tom, ze nedokdze reprodukovat
polynomy. Proto tento model nedokaze zachytit jednoduché afinni mapovani
(viz [2]) a dochézi k Spatné aproximaci v mistech, kterd jsou daleko od
zadanych bodu x;. To je divod, pro¢ se obvykle do formulace funkce s(x)
pridava polynom pi, ktery afinni mapovani reprodukovat umozni. Hledame
tedy funkci

N
s(x) = p1(x) + ) aigi(lx—xil),  pi(x) €10, (2.10)
i=1
pfi¢emz II; oznacuje prostor viech algebraickych polynomé na R? stupné
nejvyse 1. Hodnota minimalizovaného vyrazu ©9(f) se pridanim polynomu
p1 nezméni, protoze II; je obsazen v nulovém prostoru funkcionalu Os(f).
Ponévadz p;

p1(x) = p1(z,y) = a1 + awzr + azy

pridava tfi nové proménné, potiebujeme dalsi tfi rovnice, abychom mohli
vypoéitat vektor neznamych o = (ay, as, a3)’. Uvadi se nasledujici okrajové
podminky (viz. Arad a spol. [2]):

1 1 ... 1
Ca =0, C=|z; 2o ... zn (2.11)
Yyr Y2 ... YN

Okrajové podminky zabezbecuji konzistenci v nekone¢nu. Zajistuji, aby v ne-
kone¢nu neméli RBF zadny vliv a feSeni konvergovalo k roviné, kterd je
urc¢end metodou nejmensich ¢tvercl. Obecnéji okrajové podminky rozebird
Wood a Augustin v ¢lanku [25].

Vyftesit ulohu interpolace pomoci TPS potom znamend nalézt Feseni na-
sledujici soustavy lineadrnich rovnic:

G C'l[a u
= 2.12
Podle ¢lanku [5] ma soustava jednozna¢né reSeni, pravé kdyz jsou zadany
alespon tii body a zaroven vSechny body [z, y] nelezi v jedné piimce. Pokud
jsou zadany pravé tii body splitujici tuto podminku, fesenim je rovina uréend

body [z, y,u;] (analogicky to plati pro body [z, y,v;]), celd mapovaci funkce
T (z,y) (viz (2.14)) potom odpovidé afinnimu mapovani.

2.3.2 aproximacni TPS

Jak najit feSeni aproximacni TPS ukazuje opét Arad a spol. [2]. Po-
tiebné vektory neznamych koeficientii a,a (z rovnice (2.10)) ziskdme fe-
Senim nésledujici soustavy linedrnich rovnic, kterd je zobecnénim soustavy
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interpola¢nich rovnic s okrajovymi podminkami.

650 o fa] o .

Kde I oznacuje jednotkovou matici N x N a A je vyhlazovaci parametr
zavedeny ve vyrazu Jy(f) ((2.7)).

2.3.3 shrnuti

Shrneme-li dosavadni poznatky dostaneme, Ze vyslednd mapovaci funkce
je vyjadrena formuli

N
T(xvy) = <O41 + apx + azy + ZGZQZ(H‘T — Ty — yz||)7
i=1
N
B+ Boz + By + D bigi(llw — mi,y — yill)

=1

(2.14)

s g;(t) = t?logt. Nezndmé proménné oy, oo, 3 a ay,az,...ay ziskdme fe-
Senim soustavy (2.12) pro interpolaci, pfipadné soustavy (2.13) pro apro-
ximaci. Nezndmé (1, B2, 83 a by, ba, ... by vypocitame FeSenim analogickych
soustav rovnic. Pouze nahradime «; za 3;, a; za b; a u; za v;.

2.4 Jiné radialni bazové funkce

Ackoliv se TPS pouzivaji v mnoha aplikacich, nékdy by mohlo byt vy-
hodné pouzit jiné radidlni bazové funkce g;(t), které dosadime do formule
(2.10), pfipadné (2.14). Velmi zndmé jiné moznosti RBF, které zarucuji jed-
noznacné reSeni pri zadani N rtznych bodt a dosazeni do rovnic bez okra-
jovych podminek, uvadi napiiklad Arad a spol. [2]:

Logt)= 2+, 0<y<1 (multikvadriky)

1
2

2. gi(t) =log (t* +¢*)?, ¢*>1 (posunuty logaritmus)

3. gi(t) =exp (;—f) , 0 >0 (Gaussova funkce)

Pouziti multikvadrik pii zpracovani leteckych snimki a jejich porovnani
s metodami vyuzivajicimi polynomi tfetiho stupné popisuji Ehlersnd a Fogel
[6]. Porovnani multikvadrik a Akimovy metody uvadi Wiemker v [23].
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TPS GAUSS var: 0.25

15 15
1 1
5 05 5 05
0 0
-0.5 -0.5

-2 -1 2 -2 -1 1 2

t t
GAUSS var: 1 GAUSS var: 4

1.5 1.5
1 1

2 o5 2 o5 /\
0 0
-0.5 -0.5

N

Obrazek 2.1: Priklady radidlnich bazovych funkci v 1D — TPS a Gassovy
RBF s rozptyly: 0.25, 1 a 4.

GAUSS var: 0.25

Obrazek 2.2: Priklady radidlnich bazovych funkci ve 2D — TPS a Gassovy
RBF s rozptyly: 0.25, 1 a 4.
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2.4.1 Gaussovy RBF

Nevyhoda pouziti TPS miize spocivat v globdlni povaze funkcionalu O,
protoze mala odchylka jednoho bodu ovlivni celou funkci s(z). Nékdy je
vyhodné, aby zadané body mély pouze lokdlni platnost. Potom je uzitecné
pouzit RBF s parametrem, ktery fidi miru lokality pfislusnych bazovych
funkei. Napiiklad Arad a spol. [2] pouzivaji Gaussovu funkci, ve které tlohu
lokalniho parametru hraje parametr o2. Se vzristajicim o? se rozptyl Gaus-
sovy funkce zvétSuje a tim prislusny bod ovliviiuje vétsi oblast mapovaci
funkce. Urceni parametru o zavisi na povaze feSeného problému, teoreticky
miize mit kazd4 funkce g;(t) jiny parametr o. Tvar bazovych funkci pro TPS
a pro Gaussovy funkce s rtiznym rozptylem ukazuji obrazky 2.1 a 2.2.

Pokud si jako radidlni bazové funkce z vyrazu (2.10) zvolime Gaussovy
funkce, neminimalizuje jiz tento vyraz funkcional ©,. Pro ilustraci, jak je
uvedeno v [2], RBF s Gaussovymi funkcemi, bez polynomiilniho ¢lenu a
s parametrem o = 1 minimalizuji funkciondl (f, f), kde (f,h) je

(1) = [ fho) exp(a)ds

a f oznacuje Fourierovu transformaci f.

Uspésné pouziti RBF s Gaussovymi funkcemi ukazuji Arad a spol. v ¢lan-
ku [2]. Vyuzivaji zde toho modelu mapovaci funkce pro warping obrazki,
konkrétné pro zménu vyrazu tvare. Nejprve na obrazku zadaji fidici body,
potom uréi novou polohu téchto fidicich bodt a parametr )\, o2 spoéitaji
podle rozmérta obrazku. Tim je mapovani soufadnic, kterym obrazek de-
formuji, urceno. Ukazuji, Ze pouzitim tohoto mapovani se produkuji velmi
prirozené zmény tvare a to diky lokdlnimu charakteru Gaussovych funkci.
Narozdil od TPS, které generuji na pohled velmi nepfirozené deformace, kdy
zména Fidicich bodd v jedné ¢asti znatelné ovlivni i vzdalené ¢asti obrazku.
Obrazky, které dokladaji tyto vlastnosti, jsou umistény v tivodu — v ¢asti
popisujici motivaci.

Je zndmé, ze pii pouziti TPS je potfeba zadat pomérné hodné fidicich
bodii, pravé proto aby nedochézelo k vyse popsané deformaci vzdalenych ob-
lasti. Nékteré body potom jen definuji, ze ,tady uz k deformaci nedochazi®.
Zadéavani téchto bodi je nejen pracné, ale jejich pocet zbytecné zvétsuje vy-
pocetni naroky. Tak vznikla motivace této prace, jak bylo jiz vysvétleno v
uvodu.

2.5 Jiné modely

Jinou moznost jak snizit vypocetni naroky, nabizeji low rank thin plate
spline, které predstavil S. N. Wood v ¢lanku [26]. Tento model je velice
podobny TPS, baze vychazi z baze TPS (vyraz (2.10)), zmensi se vSak pocet
prvkl v béazi. Z pivodnich N se jejich pocet zmens$i na k, pticemz k je
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zvoleny parametr, ktery je vSak vétsi nez dimenze II; (vyraz (2.10)). Tim se
dosahuje sniZeni vypocetni ndro¢nosti, nebot misto pivodnich N neznamych
koeficienti jich staci urcit k.

Stiedy RBF se potom uZ neumistuji na stejné soufadnice, jaké maji
zadané body (x;) (viz. sekce (2.3)). Nejsou umisténé ani v pravidelné miizce,
ale optimalni umisténi se ur¢uje na zakladé souradnic zadanych bodu (z;).

Jak uvadi Wood [26], vyraz minimalizovany TPS ((2.7)) lze vyjadrit také
jako:

Hu — Ga— CTCJncH2 + Xal'Ga, pii podmince Ca =0 (2.15)

Necht T'* je matice, jejiz sloupce tvoii ortonormélni bazi s dimenzi k pro
prostor parametri a. Vektor a, sklddajici se z N nezndmych koeficientti, lze
pFiblizné spoéitat pomoci vektoru a*, ktery obsahuje pouze k koeficientii:

ax I‘kak,

Jak ale zvolit vhodnou bazi T'*, aby se po dosazeni a = r'*a* do vyrazu
(2.15), zménil tento vyraz minimalné? V oslabeném smyslu ,,optimalni“ bazi
tvori prvnich £ vlastnich vektort matice G, viz [26]. Pfesny popis algoritmu,
vCetné efektivniho ziskani vlastnich vektort je uveden také v ¢lanku [26].

Ohledné vyhlazovacich parametri navrhuje Wood volit A = 0, protoze
pro tento model je podstatnd volba parametru k. Ten, podobné jako A,
pouzit nékterou z metod uvedenych v kapitole 3.

Slozitost se vyuzitim predstaveného modelu a efektivnich algoritmi sni-
zuje z ptvodnich O(N?3) na O(kN?). Tento model je také vice numericky
stabilni. Wood na piikladech ukazuje, ze pti redukované bazi je vyse uve-
dené rozmisténi lepsi nez rozmisténi v pravidelné mftizce; nékdy piekond
dokonce neredukované TPS. Jako aplikaci potom ukazuje pouziti modelu
pti modelovani produkce jiker.

Dalsi mozné modely jako tensor product splines nebo partial splines po-
pisuje Gu v ¢lanku [11].
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Kapitola 3

Volba vyhlazovaciho
parametru

V tvodu této kapitoly je nejdiive velmi kratce shrnuta konstrukce ma-
povaci funkce pomoci RBF. Nésleduje zadani pro tlohu volby vyhlazovaciho
parametru (smoothing parameter selection) spolu s moznymi zpusoby jejiho
feseni. Tato kapitola navazuje na sekci 2.2 ,, Aproximaéni Thin Plate Spline*
a 2.3 ,Reseni mapovani pomoci TPS¥. Zaroven viak obsahuje obecné prin-
cipy, které se pouzivaji pro volbu vyhlazovaciho parametru; nejsou tedy
omezeny na modely zalozené TPS, RBF nebo tlohu konstrukce mapovaci
funkce.

Vstupem pro konstrukci mapovaci funkce je N korespondujicich dvojic
bodu (z;,y;) a (ui,v;), které urcuji zobrazeni. Toto zobrazeni hleddme po
¢astech pomoci dvou funkci Ty, Ty : R? — R, které dohromady davaji
celkové zobrazeni T'(z;,v;) = (Tv(xi,vi), Tv(zi,y;)). Dale se prace zabyva
funkci Ty, pro Ty je situace analogickd. Uvazujme, jak je obvyklé, zkresleni
dat aditivnim Sumem s normalnim rozdéleni ¢; ~ N(0,0?):

wi=Ty(xi))+e&  Vi=12,... N, (3.1)

Aproximacéni TPS fesi dlohu hleddnim funkce, kterd minimalizuje vyraz
I (f) ((2.7)). Vyhlazovaci parametr \ piitom urcuje, zda klademe diraz
na presnost aproximace ¢i na hladkost.

Problém je, jak urcit vyhlazovaci parametr, aby se funkce minimalizujici
vyraz Jy(f) nejvice blizila skuteéné deformaci snimku. Pokud bude para-
metr \ prili§ velky, bude sice vyslednd funkce dobie aproximovat zadand
data, ale bude do tohoto modelu zahrnut i Sum v datech. Naopak, pokud
bude parametr A piili§ maly, bude generalizace prilis velkd. Ztratime cast
informace z dat a model bude hruby, bude postradat detaily.

Existuje nékolik moznosti volby vyhlazovaciho parametru, hlavni jsou
nasledujici:
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e Prvni moznosti je manudlni volba, ménime parametr a sledujeme, kdy
je vysledek z hlediska néjakého subjektivniho kritéria nejlepsi.

e Druhou moznosti je spocitat optiméalni hodnotu parametru ze znalosti
distribuce nebo alespon rozptylu Sumu. Takova informace sice vétsi-
nou neni znama, obvykle se vSak predpoklddd normalni rozdéleni a
rozptyl je mozné odhadnout na zdkladé metody, kterd byla pouzita
pri ziskdvani vstupnich dat, pokud takova studie pro metodu existuje.

e Posledni je odhad optimalni hodnoty pouze na zakladé vstupnich dat,
v nasem piripadé jsou to soutadnice korespondujicich bod1.

V této praci se zabyvam posledni z vyse uvedenych moznosti, nebot navr-
zend metoda by méla byt automatickd a analyzy chyb pro metody pouzivané
pii ziskavani dat nejsou ¢asto k dispozici. Ulohou tedy je uréit nejvhodnéjsi
hodnotu vyhlazovaciho parametru A, zndme-li pouze soutadnice korespondu-
jicich bodt. Pro funkci Ty to znamend uréit vhodnou hodnotu A ze znalosti
soufadnic (z;,y;) a funkénich hodnot u;. Kritéria, kterd se k tomu pouzivaji,
popisuji nasledujici sekce.

Problém volby vyhlazovaciho parametru neni vazany pouze na TPS, vy-
skytuje se v nejriznéjsich modelech, obzvlasté v téch, které se pouzivaji ve
statistice, kde se tyto oblasti nazyvaji spline regression, pripadné non-linear
regresston. Podrobnéji volbu vyhlazovaciho parametru rozebiraji ve svych
¢lancich Eubank [7], van der Linde [15] a Gu [11].

3.1 Mean Square Error

Mean square error (MSE), cesky nazyvand stiedni kvadratickd odchylka,
je nejlepsi kriterium, v praxi ale bohuZel nepouzitelné, nebot vyzaduje zna-
lost nezname funkce Ty (x). Své pouziti ovSem naléza pii testovani kriterii,
jako referencni kriterium.

Uvazujme, Ze zname skute¢nou funkci Ty (x) z vyrazu (3.1) a mame
v bodech x; naméfend data wu;, kterd jsou zkreslena Sumem. Déle necht
sx(x) je odhad funkce Ty (x) pomoci aproximacéni TPS, neboli je to funkce
minimalizujici vyraz Jy(f). Definujeme potom

N

MSE(\) = Z(SA(Xi) - TU(Xz')>2 (3.2)

1=1

Idealni A je nésledné definovano jako A, pii kterém je vyraz M SE(\) mini-
malni, zna¢me ho \*.

Jak jsem jiz fekl, MSE je prakticky nepouzitelné kriterium; divodem je
potieba znat funkci Ty (x), ale tu se pravé snazime nalézt. Toto kriterium
lze vSak GspéSné pouzit pro testovani, jak dobry odhad funkce Ty (x) dana
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metoda dava. Na MSE se potom nedivame jako na funkci lambda, ale jako
na kriterium, které pro dany odhad urcuje velikost chyby tohoto odhadu.

Postup porovnani tispésnosti metod je nasledujici. Jednoduse si zvolime
Ty (x), pfiddme vygenerovany $um a néjakym zptsobem najdeme optimalni
A1 @ Ay postupné prisluSejici metodam M1 a M2. Spocitame odhady
sxz,, (%) a sx: (x;), dosadime postupné tyto odhady do MSE a ziskdme
velikost chyby pro kazdy z odhad.

3.2 Cross Validation

Cross validation (CV), nékdy také psand krosvalidace, je viestranné po-
uzitelnd a ve statistice velmi pouzivana metoda. Kriterium krosvalidace je
zalozené na meéreni primérné chyby predikce.

Oznacme s[f] (x) funkci zkonstruovanou pro pevné lambda a se znalosti
vSech bodi kromé k-tého. Hodnotu kriteria pro pevné lambda spocitdme
nasledovné. Vynechdme k-ty vstupni bod a spocitdme model funkce bez
tohoto bodu s[f](x). Pomoci této funkce vycislime odhad v bodé xj, a spo-
¢itdme kvadrat chyby oproti namérené hodnoté uy. Tento postup opakuje
pro vSechny body a zprimeérujeme chyby predikce:

LS~/ 2
V(N =~ Z(sA (x5) — uk> (3.3)
k=1

V ptipadé TPS se s[f](x) vypo¢ita podle vztahu (2.13), samoziejmé bez
k-tého fadku a sloupce. Predikovand hodnota sg\k} (xx) se potom spocita ze
vztahu (2.10), opét bez k-tého ¢lenu.

Optimalni A vzhledem ke kritériu krosvalidace je opét A, pfi kterém je vy-
raz CV(A) minimdalni. Takové lambda odpovida reprezentaci modelu, ktery
dava v pruméru nejlepsi predikci (méfeno pomoci MSE). Intuitivné, pokud
model funkce dobte predikuje, znamend to, ze dobfe vystihuje neznamou
funkci. Tedy neni ani prilis hruby, ani nezahrnuje zbyteé¢né sum do modelu,
nebo-li A je zvoleno spravné.

Obecné se pri krosvalidaci nemusi vynechavat pouze jeden prvek. Lze
vynechat tfeba % prvki, spocitat model bez nich a potom vypoditat chybu
predikce na téchto prvcich. Aby se nemusely zkouSet vSechny kombinace, je
mozné volit vynechané prvky ndhodné.

Nejvétsi nevyhodou krosvalidace je vypocetni naro¢nost, obzvlast pak ve
vice dimenzich, coz je pripad obrazovych dat. Pro kazdy bod je totiz potieba
spocitat model, ktery tento bod neobsahuje, a vycislit predikci v tomto bodé.
Vypocetni narocnost odstranuje metoda Generalized Cross Validation po-
psand dale, nejprve je v8ak potieba model TPS trochu preformulovat, o ¢emz
pojednava nasledujici sekce.
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~

Qj‘k xr

Obrazek 3.1: Krosvalidace v jedné dimenzi — vynechdme bod xj, spocitame
model bez tohoto bodu a vy¢islime chybu predikce ¢, nakonec chyby pres
vSechny body zprimérujeme.

Dalsi, nékdy uvaddénou nevyhodou, je nedostatecné vyhlazeni a tedy
zbyte¢né zahrnuti Sumu do modelu, v anglictiné popisované jako under-
smoothing. Krosvalidace totiz v nékterych piipadech, jak uvadi Robinson
a Moyeed [20], voli A mensi nez by bylo optimalni, nékdy je zvolené X tak
drasticky malé, Ze se jednd téméf o interpolaci. Celkové se volba malého A
miize projevit spise pii mensim poctu zadanych dat.

Odstranénim nedostatecného vyhlazeni a zvétSenim stability krosvali-
dace, napf. proti nékterym Spatné zmérenym hodnotadm, se zabyva sekce 3.5
Robustified Cross Validation, obsahujici kriterium se stejnym nazvem.

3.3 Formulace TPS pomoci hat matrix

Tato sekce nepopisuje zadné kriterium, ukazuje vsak, jak upravit vypo-
cet TPS v urcitych bodech do tvaru, ktery vyzaduji néktera dale uvedena
kritéria.

Oznaéme u = (u1,ug, ... ,uy)’ vektor slozeny ze zndmych hodnot, které
prislusi bodim x;, a dile necht sy je vektor hodnot TPS v téchto bodech. Ci-
lem je vyjadrit kazdou z hodnot sy jako linedrni kombinaci znamych hodnot,
to znamend preformulovat vypocet sy do tvaru:

S\ — A()\)ll (3.4)

Ctvercovéa matice A()\) s rozméry N x N je zavisld na hodnoté parametru
A a v anglicky psané literature nazyva hat matriz nebo influence matriz.
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Prvné je ukdzano preformulovani pro jednoduchy model TPS bez linear-
niho ¢lenu, pozdéji pak pro model TPS s linedrnim ¢lenem, ktery se opravdu
pouziva.

Jednoduchy model

Uvazujme vyjadieni TPS funkce sy(x), které neobsahuje linedrni ¢len
(viz sekce 2.3). Pocitame hodnoty funkce s)(x) pouze v bodech x; (body,
ve kterych jsou zndmé hodnoty w;):

sa(x) = > aigi(lx; —xl)  Vi=12,...N (3.5)
=1

Vektor koeficientt a se pii daném \ vypo¢ita jako a = (G +1I\) 'u, kde
G je matice definovana v sekci 2.3.1. Dosazenim vektoru a do vztahu (3.5)
ziskdme pozadovany tvar (3.4), kde

AN =G(G+IN! (3.6)

Model s okrajovymi podminkami

Nyni prejdeme k vyjadieni TPS funkce sy(x) se zahrnutym linedrnim
¢lenem (jak je uvedené v sekci 2.3). Opét pocitdme pouze hodnoty funkce
sx(x) v bodech x;:

N

sa(x5) = pu(x)) + Y aigi(|lx; —xill)  Vi=1,2,...N, (3.7)
=1

kde p1(x) = p1(z,y) = a1 + @z + azy.

Protoze ptibyly tii nové nezndmé, pridadvaji se tii hrani¢ni podminky, viz
soustava (2.11). Vektory koeficientti a, a = (av, a2, a3)? se potom ziskaji
feSenim soustavy (2.13), jak uvedeno sekci 2.3 popisujici feSeni mapovani
pomoci TPS. Dosazenim do (3.7) ziskdme:

wi-te 1[5 9T

Preformulovani do pozadovaného tvaru se provede trivialnim rozloZzenim po-
sledni matice pomoci Iy:

G + AI) CT] - [ Iy ] 38)

_ (
A = [G CT][ S

Matice Iy oznacuje jednotkovou matici N x N a O3y je matice 3 x N
obsahujici pouze nuly.

Jak odstranit okrajové podminky v obecném piipadé (nejen pro TPS
nebo RBF) a dosdhnout pozadovaného tvaru (3.4), ukazuje Wood [25]. Pred-
pokladem jsou hrani¢ni podminky ve tvaru Ca = 0.
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3.4 Generalized Cross Validation

Kritérium Generalized Cross Validation (GCV) je ziejmé nejpouzivanéjsi
kriterium, plati to nejen pro registraci a jiné oblasti zpracovani obrazu. Prin-
cip GCV vychazi z krosvalidace, odstranuje vSak jeji vypocetni naroc¢nost.
K tomuto urychleni se pouziva primérovani, a proto nejsou kriteria ekviva-
lentni.

Metoda GCV byla ptivodné odvozena ve statistice pro regresni analyzu
dat pomoci spline funkci, jak v8ak uvadi Robinson a Moyeed [20], GCV je
mozné pouzit obecné pro linedrni modely. Linedrni modely jsou modely, kde
se nové hodnoty v zadanych bodech pocitaji jako linedrni zobrazeni hodnot
zadanych. To znamend vypocet novych hodnot lze preformulovat do tvaru
(3.4), jak to lze provést pro TPS a jiné RBF ukazovala predchozi sekce.

Odvozeni GCV z krosvalidace shrnuji Robinson a Moyeed [20] nebo Fang
a Nure [8]. Hlavni myslenkou je vyjadieni 5[){6} (x) pouze pomoci sy(xg).
Model potom stac¢i spocitat pouze jednou a ne n-krat. Klicovym vztahem je
ydeletion theorem*:

W) — = 22D (39)
— Qkk
kde aj; je i-ty diagondlni prvek matice A(\). Dosazenim do vztahu pro
krosvalidaci (3.3) ziskdme:

N

1 (sa(xx) _Uk)2
CV = — 3.10
2( Nkz_l (= an)? (3.10)

Jak uvadi Robinson a Moyeed [20], hodnoty a;; se nahrazuji jejich pru-
mérem ju1(A) = N~ !tr A()\). Dosazenim ziskavame kritérium nazyvané Ge-
neralized Cross Validation:

GCV()) = NI - AN) u”j (3.11)
(N-Ltr(I— A(N))

Citatel vyrazu vyjadiuje velikost chyby v zadanych bodech (méfeno kvadra-
tem euklidovské vzdalenosti), zatimco jmenovatel penalizuje slozitost mo-
delu. Vyraz tr A(\) = ZZ]L ai; je stopu matice A, oznacuje efektivni stupné
volnosti a odhaduje slozitost modelu. V angli¢tiné se tento pojem oznacuje
effective degrees of freedom nebo equivalent degrees of freedom (EDF), vice
podrobnosti uvadi Linde [15].

Optimalni hodnota A\ odpovida opét minimalni hodnoté GCV kriteria,
narozdil od krosvalidace vSak sta¢i spocitat model pouze jednou. Jak uvadi
Linde [15] nebo Robinson a Moyeed [20], GCV kritérium je asymptoticky
ekvivalentni krosvalidaci, tedy asymptoticky minimalizuje stfedni kvadratic-
kou odchylku predikce. Vice teoretickych vlastnosti ukazuje opét Robinson
a Moyeed [20] nebo Wood [25].
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Podobné jako u krosvalidace dochézi i u GCV nékdy k nedostatecnému
vyhlazeni (undesmoothing), zvI4§té pfi mensim poctu zadanych dat. Rege-
nim tohoto problému se zabyvéa, jak jsem uz zminil, nasledujici sekce a v ni
uvedend metoda Robustified Cross Validation.

Minimalizaci GCV kritéria je mozné dale urychlit pomoci aproximaci.
Znacné urychleni vypoétu GCV kriteria pro TPS, zalozené na Fourierové
reprezentaci aproximac¢ni TPS, popisuje Berman [3]. Aproximaci pro kubicky
spline nazvanou asymptotic cross validation ukazuji Robinson a Moyeed [20].

Moznosti pouziti GCV kriteria jsou obrovské, dokazuji to aplikace z nej-
ruznéjsich obort. Priklady jsou odstranéni Sumu na snimcich zemského po-
vrchu pomoci aproximaé¢ni TPS, které popisuje Berman [3], a vyhlazovani
snimku hlavy v mediciné pomoci diskrétnich Gaussovych filtri od autort
Fang a Nure [8]. Dale odstranéni Sumu pouzitim waveletové transformace,
kterou predstavili Jansen a spol. [14], GCV se zde pouziva pro urceni prahu
v této metodé (anglicky nazev je wavelet-thresholding). Slepa rekonstrukce
obrazu a zvétSeni rozliSeni od skupiny autori Ngueyen a spol. [16], zde je
také uvedena aproximace pro vypocet GCV kritéria.

3.5 Robustified Cross Validation

Kritérium Robustified Cross Validation (RCV) vzniklo, aby odstranilo
problém nedostatecného vyhlazeni (undersmoothig), ktery se nékdy objevuje
u kriterii krosvalidace a GCV, a aby se zvétSila robustnost téchto kritérii.
Jedna se opét o kritérium zalozené na krosvalidaci a stejné jako GCV je RCV
mozné pouzit obecné pro linderni modely. Kritérium RCV navrhli Robinson
a Moyeed, tplné odvozeni spolu s jinymi podrobnostmi, je mozné nalézt
v jejich ¢lanku [20].

Odvozeni RCV navazuje na odvozeni GCV kritéria, vyraz (3.10), ktery
je ekvivalentnim vyjadienim kriteria krosvalidace, lze upravit déle na:

2

N
Sl DINCHE S (312

Kriterium GCV je potom pouze vazenou variantou tohoto vyrazu. Jak je
zde vidét, krosvalidace minimalizuje sumu chyb, bez ohledu na znaménka.
V pfipadé mnoha zadanych dat neni pravdépodobné, ze by to vadilo, ale
pokud je dat méalo mize tento nedostatek robustnosti zplisobit problémy.
Proto Robinson a Moyeed [20] navrhuji pro robustni volbu vyraz:

1 LY 2
N >0 (8A(Xj) — 5y (Xj)> (3.13)

k=1 j=1

Toto kritérium klade vétsi diraz na hladkost a je velmi odolné proti od-
chylkdm dat, v praxi ale prilis silné vyhlazuje. Abychom ziskali kritérium s
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vhodnou mirou robustnosti, navrhuji Robinson a Moyeed [20] zkombinovat
se stejnou vahou vyrazy (3.12) a (3.13). Podobnymi algebraickymi Gpravami,
jakymi vznikl vyraz (3.12), ale aplikovanymi opa¢nym smérem, a podobném
prumeérovanim jako odvozeni GCV vznikne vyraz pro RCV kritérium:

_ y o LN AN ”
(1 —N-ltr A(\)?

RCV(\) (I—A\)ul? (3.14)

Timto jsme ziskali kritérium se stejnou vypocetni narocnosti jako GCV, ale
s vétsi robustnosti.

Optiméalni hodnota A odpovida opét minimélni hodnoté RCV kritéria.
Jak ukazuji Robinson a Moyeed [20], RCV kritérium je stejné jako GCV
asymptoticky ekvivalentni krosvalidaci.

Narozdil od krosvalidace a GCV, opét podle [20] ma& RCV kriterium
nékdy tendenci volit A prili§ veliké a tim zbyteéné odstranovat jemnosti
modelu. V anglicky psané literatute toto prilisné vyhlazovani nazyva over-
smoothing. Robinson a Moyeed uvadi, Ze je mozné do vyrazu RCV kritéria
zavést parametr, ktery kontroluje miru robustnosti kritéria, timto bychom
ale ziskali dal$i nezndmy parametr.

Aproximace RCV kriteria pro kubicky spline, podobné jako u GCV, uka-
zuji opét Robinson a Moyeed citerobinson.

3.6 Akaike Information Criterion

Akaike Information Criterion (AIC), Cesky nazyvané Akaikovo infor-
macni kritérium, byl odvozeno jako priblizny nevychyleny odhad Kullback-
Leiberovy informace (viz Hurvich [13]). Kriterium odhaduje pfirozenou miru
nesrovnalosti nebo, jinak fec¢eno, vzdalenost od ,skutecného“ modelu. Pred-
pokladem pouziti AIC ve tvaru uvedeném zde je opét linearni model.

V puvodni verzi AIC se pouzivd parametr, ktery reguluje slozitost mo-
delu. V pripadé TPS tato vlastnost neni parametrem A explicitné vyjadrena,
proto se jako odhad slozitosti modelu pouzivé, jiz uvedeny, odhad stupnd
volnosti EDF = tr A(A). Akaikovo informacni kritérium (viz Robinson a
Moyeed [20]) mé potom tvar:

1T~ AX))ul? L 2trAly)

AT =1
C(A) =log N N

(3.15)

Prvni ¢ast vyrazu tvoii logaritmus rezidudlniho rozptylu, ktery samoziejmé
chceme minimalizovat, druhd ¢ast je penalizace za slozitost modelu. Podle
jiného pohledu odhaduje AIC ztratu informace zpisobenou tim, Ze misto
7skutecCnych” parametrii modelu pouzijeme parametry spocitané metodou
maximalni vérohodnosti. Druhy ¢len zajistuje korekci, aby odhad nebyl vy-
chyleny.
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Optimélni hodnota A odpovida opét minimalni hodnoté AIC. Podle au-
tortt Hurvich a spol. [13], je AIC asymptoticky ekvivalentni GCV kritériu.

AIC bylo ptivodné odvozeno pro vétsi mnozstvi dat, proto, podobné jako
GCV, nékdy nedostatecné vyhlazuje, obzvlasté pii mensich vzorcich dat,
vice uvddi Hurvich a spol. [13]. Odstranénim tohoto problému se zabyva
nasledujici sekce a v ni obsazené zlepseni AIC.

3.7 Corrected Akaike Information Criterion

Corrected Akaike Information Criterion (cAIC), ¢esky nazyvané opra-
vené Akaikovo krirérium, je verzi AIC snazici se zlepSit chovani AIC pro
maly pocet vzorkt. Jak jiz bylo fe¢eno, AIC v téchto pripadech voli zby-
tecné slozité modely. Predpokladem pouziti cAIC je opét linedrni model.

Celé odvozeni je pomérné dlouhé, v plném rozsahu je popsano autory
Hurvich a spol. [13]. Cilem bylo opravit AIC, aby bylo méné vychylené pro
malé vzorky dat. Vysledny tvar je aproximaci vyvinutych kriterii a uz je v
praxi dobie pouzitelny:

I(AQ) —Dul® | 2(rAN) +1)

cAIC(Y) = log N N_—trA(\) — 2

(3.16)
Prvni vyraz je shodny s AIC, druhy predstavuje opravené vychyleni krité-
ria. Autofi poznamendavaji, ze ackoliv bylo kriterium odvozeno pro Sum s
norméanim rozdélenim (coz je splnéno, viz vyraz (3.1)), pracuje dobfe i kdyz
tento predpoklad splnén neni.

Optimalni hodnota A odpovida opét minimalni hodnoté cAIC. Jak uvadi
Hurvich a spol. [13], cAIC — 1 je asymptoticky ekvivalentni AIC i GCV.
Ve zminéném clanku je také ukdzino, ze v praxi se kriteria opravdu lisi
chovanim na mensich datech. Pokud je vzorkd dat mmnoho, rozdily mezi
kriterii se stiraji.

V predchozich sekcich bylo uvedeno, ze kritéria CV a RCV jsou asympto-
ticky ekvivalentni kriteriu GCV. Zkombinujeme-li to s tvrzenim v predcho-
zim odstavci, dostavame, Ze vSechna kriteria pro odhad vyhlazovaciho para-
metru, které jsou zde uvedend (kromé MSE to se pro odhad nedd pouzit),
jsou asymptoticky ekvivalentni. Cim se kritéria lisi, je jejich chovani pro
maly pocet vzorkid dat.

3.8 Jiné metody

Velmi rychlou metodu odhadu parametrii, obzvlasté pokud je parametri
vice, navrhl Wood v ¢lanku [24]. Jednd se o metodu zalozenou na GCV
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kritériu a aproximacich. Pfedpokladem je model, ktery minimalizuji vyraz
1 2 i

HWE (Aa—u) H A+ Z 0;a’'S;a (3.17)
i=1

s omezujicimi podminkami
Ca=0,

kde W je diagonalni matice obsahujici vahy a 6; jsou dalsi vyhlazovaci pa-
rametry. Jak do tohoto tvaru preformulovat TPS, ukazuji Wood [26], Wood
a Augustin [25].

P1i vlastnim algoritmu se optimdlni hodnoty parametr hledaji itera-
tivné, pricemz GCV kriterium se v kazdém kroku nepocita znovu, ale pouze
koriguje. Pfinosem tohoto efektivniho algoritmu je moznost znacné zvysit
pocet parametrti modelu. Jak ukazuje Wood [24], bylo by mozné rozsitit
model TPS o neisotropické vyhlazovani. V kazdé ose modelu by bylo vyhla-
zovani Fizeno jinym parametrem, ktery by se samoziejmé urcoval automa-
ticky z dat, pravé pomoci jim navrzené metody.

Myslim, ze by bylo zajimavé vyzkouset tuto metodu na TPS, s tim Ze se
zavede rizny vyhlazovaci parametr \; pro kazdy zadany bod. To by zname-
nalo, ze nékteré body jsou volnéjsi nez jiné nebo-li by to modelovalo riznou
presnost zadanych bodid. To by mohlo vést k lepSimu modelovani neznamé
mapovaci funkce. Optimalni hodnoty parametri A; by se urcovali z dat,
pomoci metody, kterou navrhl Wood [24].

Nutnou podminkou pro pouziti této metody je, aby model minimalizoval
vyraz ve tvaru (3.17). Nepodafilo se mi vSak nalézt, zda lze tento prevod
provést pro RBF s Gaussovymi funkcemi.
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Kapitola 4

Navrhovana metoda

Tato kapitola obsahuje popis navrzené metody volby vyhlazovacich pa-
rametri pro Gaussovy RBF. Nejprve jsou vysvétleny zdkladni myslenky me-
tody a divody které k nim vedly, nasleduje algoritmus a kapitolu uzavird
sekce s popisem jak se presné mapovaci funkce konstruuje.

V reSersi znadmé literatury se piSe, ze vyhlazovaci parametr A u TPS
se bud voli ruéné nebo pro automatickou volbu se obvykle pouzivd GCV.
Volbu parametri u Gaussovych RBF fFesili Arad a spol. [2] v jejich ¢lanku,
kde se Gaussovy RBF pouzivaji pro ,warping“ obli¢eji. Parametry \ i o2
se zde urcuji rucné, a povazuji se za parametry pro ,warping“, pripadné
se pri animaci skokové méni, provadi se vSak jich normalizace k rozmértim
deformovaného obrazku.

Pro¢ viak nehledat optimalni hodnotu parametru o? také pomoci néja-
kého kritéria? Tento pohled na parametr o2 jako na jiny vyhlazovaci para-
metr podporuji pokusy v sekci 5.3, kde se ukazuje, ze optimdlni hodnota
parametru se pii zafixovaném A\ méni v zavislosti na rozptylu pridavaného
$umu. To presné bychom océekavali od vyhlazovaciho parametru a také se
tak \ pfi zafixovaném o? chova. Déle, s rostoucim o se zvétiuje oblast, kte-
rou bod ovliviiuje, zmény se stavaji pozvolnéjsi a vysledna funkce je proto
hladsi, to vSak presné funkce vyhlazovaciho parametru.

Proto vnikla myslenka vice kriteridlni minimalizace, kdy se budou oba
parametry A i o automaticky volit tak, aby bylo dosazeno nejlepsiho vy-
sledku. Algoritmus metody je popsin v nasledujici sekci, jeSté zbyva vybrat
z pouzivanych kritérii pro volbu vyhlazovacich parametri to nejvhodnéjsi,
pomoci kterého se budou hodnoty parametrit A a o2 volit, to je diskutovano
v sekei 4.2.

4.1 Minimalizace

Vstupem algoritmu jsou korespondujici dvojice fidicich bodt a krité-
rium, které se ma pouzit, vystupem jsou optimalni hodnoty A a o2 vzhledem
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k zadanému kritériu, nebo-li hodnoty parametri, kde je kritérium minimalni.
Pocateéni hodnoty jsou standardné nastaveny na log(\) = —3 a o2 je
prumér vzdalenosti dvou nejblizsich a dvou nejvzdélenéjsich fidicich bodi.
Algoritmus déle postupuje iterativné, s krokem standardné 102 pro log(\)
a 1072 pro o2, jak je vidét algoritmus pracuje s logaritmickou stupnici u
parametru A. V kazdé iteraci se algoritmus podiva do ¢tyl smeért podél os
(to je lehce mozné zménit za jiny vzor, ale tento se nejvice osvédéil) do
vzdélenosti kroku a pokracuje smérem s nejmensi hodnotou kritéria.

Podminky ukonceni iterace jsou nésledujici, pokud je v sousednich bo-
dech hodnota vét§i nez v aktualnim bodé, bodem se mysli dvojice [log()), o2].
Pokud se A ocitne mimo interval (e 1%, e!?), tento interval doporucuje Ber-
man [3] jako dobrou aproximaci pro (0,00). Samoziejmé podminkou ukon-
Ceni je také dosazeni maximéalniho poctu iteraci.

Pti pokusech popsanych v sekci 5.3 se ukazalo, ze pro dany vstup existuje
néjaky vhodny pomér A a o2, pii jeho# zachovini a rostoucim o? hodnota
kritéria stale klesa. Protoze vSak hodnota kriteria pozdéji klesa pouze ne-
patrné, fekl bych zanedbatelné, iterace se ukonci, kdyz desetkrat po sobé
klesne hodnota kriteria méné ne# je stanovend mez (5-107°). Pfidani této
ukoncovaci podminky se ukazalo prospésné, nebot vhodny pomeér se u kri-
térii a MSE malinko ligi. Pokud by o2 pii zachovani poméru stile vristalo,
tak ackoliv by hodnota kriteria klesala, MSE by stoupalo.

Pti pouziti TPS se pro hledani optimalni hodnoty parametru A pouziva
standardni funkce FMINBND z programu MATLAB. Minimalizace se provadi
na logaritmické stupnici v intervalu (e 9, e!?).

4.2 Mapovani

Vstupem pro algoritmus konstrukce mapovaci funkce jsou korespondujici
dvojice ridicich bodd a obrazek, ktery se ma transformovat.

Konstrukce mapovaci funkce se provadi standardné, pouze pro volbu
parametriit \, piipadné o2, se pouziva vy$e uvedenid metoda minimalizace.
Ptesny postup konstrukce mapovaci funkce je popsan v sekcich 2.3 a 2.4. Po-
uziva se vSak zpétné mapovani, to znamena, Ze se nehleda mapovaci funkce
T : zdroj — cil, ale hled4 se rovnou funkce inverzni 77! : ¢il — zdroj.
V implementaci to znamend pouze zaménit zdrojové a cilové fidici body,
postup se neméni. Pfi prevzorkovani se pouziva linedrni interpolace.

Jako nejvhodnéjsi kritérium pro minimalizaci a volbu parametri bylo na-
konec na zdkladé pokust, které jsou popsany v nasledujici kapitole, vybrano
GCV kritérium. Ukazalo se Ze toto kritérium produkuje stabilné vétsinou
nejlepsi vysledky (podle MSE) a nemé problémy s existenci minima nebo
malym poétem vstupnich bodi.
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Kapitola 5

Experimenty

Tato kapitola obsahuje experimenty s konstrukci mapovaci funkce po-
moci TPS a Gaussovych RBF. Prvni dvé sekce ukazuji, jak se méni vysledna
mapovaci funkce pii zméné parametri A a 0. Dalsi sekce se zabyva studiem
rlznych kriterii pro automatickou volbu vyhlazovacich parametrt a zkouma,
jak tyto kritéria reaguji na rtiznou trovein Sumu ve vstupnich datech. Ka-
pitolu potom uzaviraji vysledky navrhované metody, spolu s predvedenim
moznosti pouziti.

Vsechny experimenty byly implementovany v prostiedi MATLAB a jsou
dostupné na prilozeném CD.

5.1 Interpolace

Tato sekce ukazuje, jak se lisi vyslednd mapovaci funkce pii pouziti
riznych bazi, konkrétné se jednd o TPS a Gaussovy RBF s parametrem
o2 =1, 4, 8, 32.

Pro interpolaci byla zvolena funkce R? — R : sin(x) + sin(y). Na kom-
paktni oblasti [0, 3] x [0,4] bylo vybrano ndhodné 10 bodd, k jejichz hodno-
tam byl pfi¢ten vygenerovany Sum ~ N (0, %) Tyto body a hodnoty byly
potom vstupem pro interpolaci (obr. 5.1). Na dalsich obrézcich je vzdy vlevo
interpolace pomoci zvolené baze, postupné jsou to TPS (obr. 5.1), Gaussovy
RBF s rozptyly 1, 4 (obr. 5.2) a Gaussovy RBF s rozptyly 8, 32 (obr. 5.3).
Vpravo od grafu interpolace je zobrazen rozdilem mezi touto interpolaci a
originalni funkci, pod grafy rozdill jsou spocitany hodnoty MSE na bodech,
které tvorily zadani, a MSE vycislena v pravidelné miizce po 0.2 na oblasti
[0,3] x [0,4].

Jak je vidét na obrazku 5.1, uz pouhych 10 bodu stac¢i TPS, aby docela
dobfte vystihlo ptivodni tvar funkce. Vysledky interpolace pomoci Gausso-
vych RBF hodné z4visi na volbé parametru 0. Pokud je rozptyl zvolen piilis
maly, chyba vznikld pii odhadu pivodni funkce je velka (obr. 5.2). Se zvy-
Sujicim o2 se viak vlastnosti Gaussovych RBF zlepsuji az dokonce piekonaji
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TPS (obr. 5.1, 02 = 8), méfeno pomoci MSE na pravidelné miizce. Pokud
parametr o2 dale zvySujeme, chyba interpolace za¢ne opét nartistat.

original vybrané body

o\ {
i
;“:“‘

A

<

==
h
t\
"

VY
i
.A\‘
'%:“
X

N S
eSS
S S
W ==

MSE body:0.0010735 MSE:0.023972

Obrazek 5.1: Interpolace pomoci TPS — nahofe je graf origindlni funkce,
vpravo jsou z ni ndhodné vybrané body, k jejichz hodnotdm byl pri¢ten

Sum ~ N(O

), dole je TPS zkonstruovani se znalosti téchto bodi a

hodnot. Vpravo je rozdil interpolace a originalu, pod grafem rozdilu jsou
hodnoty MSE na zadanych bodech a pravidelné mfizce.
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GAUSS var:1 chyba GAUSS var:1

%
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N2 N
SN SLESSSNNT T
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MSE body:0.0010735 MSE:0.097799
GAUSS var:4 chyba GAUSS var:4
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A ——
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TS oS
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MSE body:0.0010735 MSE:0.011455

Obrazek 5.2: Interpolace pomoci Gaussovych RBF — nahote pro o? = 1
a dole pro o? = 4; vlevo je interpolace zkonstruovani se znalosti bodi a
hodnot z obrazku 5.1. Vpravo je rozdil interpolace a originalu, pod grafy
rozdild jsou hodnoty MSE na zadanych bodech a pravidelné mtizce.
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GAUSS var:8 chyba GAUSS var:8

MSE body:0.0010735 MSE:0.0088865
GAUSS var:32 chyba GAUSS var:32

MSE body:0.0010735 MSE:0.033495

Obrazek 5.3: Interpolace pomoci Gaussovych RBF — nahoie pro o = 8 a
dole pro o = 32; vlevo je interpolace zkonstruovani se znalosti bodi a
hodnot z obrazku 5.1. Vpravo je rozdil interpolace a originalu, pod grafy
rozdild jsou hodnoty MSE na zadanych bodech a pravidelné mtizce.
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5.2 Aproximace

Tato sekce ukazuje, jak se méni vyslednd mapovaci funkce pii zméné vy-
hlazovaciho parametru A, zadéni je stejné jako pro interpolaci. Porovnéavaji
se opét TPS a Gausssovymi RBF, které maji zafixovany parametr o = 8,
méni se parametr .

Zadani opét tvori funkce sin(z) + sin(y) na oblasti [0, 3] x [0, 4], ze které
bylo vybréno 10 bodu a k jejich hodnotdm byl pfi¢ten Sum ~ N (0, %)
(body i hodnoty Sumu jsou stejné jako u interpolace). Na obrazku 5.5 je pro
aproximaci pouzit TPS, postupné s parametrem A = 0, 0.001, 0.1,10. Na
nasledujicim obrazku 5.5 je pouzita aproximace pomoci Gaussovych RBF,
opét postupné s A = 0, 0.001, 0.1, 10.

7 obréazkt mizeme jasné vidét, ze se zvysujici hodnotou parametru A se
zvét§uje mira vyhlazeni a funkce se blizi roviné, ktera je prolozend zadanymi
body metodou nejmensich ctverci. Je také vidét, ze pii zvolené hodnoté
o = 8 dochézi u Gaussovych RBF k vyhlazeni diive nez u TPS. Obrazek
5.6 ukazuje, ze pii A = 0.001 a 0 = 8 prekonavaji Gaussovy RBF vysledky,
kterych se dosahlo aproximaci pomoci TPS, alespon podle MSE. Stale jsou
to vS8ak spiSe demonstrace, opravdové porovnani lze nalézt v sekci 5.4.
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TPS lamda:0 TPS lamda:0.001

s(x.y)
s(x.y)

MSE body:0.0010735 MSE:0.023972 MSE body:0.0010655 MSE:0.024006
TPS lamda:1 TPS lamda:10

s(x.y)
s(x.y)

MSE body:0.007553 MSE:0.049008 MSE body:0.12365 MSE:0.17564

Obrazek 5.5: Aproximace pomoci TPS — zkonstruovand se znalosti bodu
a hodnot z obrazku 5.4, vyhlazovaci parametr nabyva postupné hodnot
A =0, 0.001, 0.1,10, pod grafy jsou hodnoty MSE na zadanych bodech
a pravidelné mitizce.
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GAUSS var:8 lamda:0 GAUSS var:8 lamda:0.001

A NN
e
5 s e SN
=3 % o “‘\\\\\\

y 00 X
MSE body:0.0010735 MSE:0.0088865 MSE body:0.00081339 MSE:0.0055863
GAUSS var:8 lamda:1 GAUSS var:8 lamda:10

s(x.y)
s(x.y)

MSE body:0.15949 MSE:0.19761 MSE body:0.27883 MSE:0.31239

Obrazek 5.6: Aproximace pomoci Gassovych RBF — zkonstruovand se zna-
losti bodd a hodnot z obrazku 5.4, vyhlazovaci parametr nabyva postupné
hodnot A = 0, 0.001, 0.1,10, rozptyl je zvoleny pevné o2 = 8, pod grafy
jsou hodnoty MSE na zadanych bodech a pravidelné mrizce.
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5.3 Kiritéria

Sekce kritéria zkouma kriteria pro volbu vyhlazovacich parametri, kterd
byla popsana v kapitole 3. Je zde ukazano, jak se méni pribéhy kritérii pii
zméneé rozptylu Sumu v zadani, pripadné pfi zvétSeni poctu zadanych bodd.

Pro prvni tfi priklady bylo pouzito stejné zadani jako pro priklady in-
terpolace a aproximace (vfetné bodu a hodnot Sumu), pouze byly hodnoty
Sumu vynasobeny konstantou, aby bylo mozné sledovat reakci kriterii na
zménu rozptylu Sumu. Posledni priklad je vyjimkou, pracuje se 100 vstup-
nimi body, v tomto prikladé zistalo stejné zadani aproximované funkce,
pouze vybrané body a Sum byly znovu vygenerovany (body s rovnomérnym
rozdélenim, Sum s rozdélenim normalnim).

Jednd se tedy opét o funkci sin(z) + sin(y) na oblasti [0, 3] x [0, 4], na
které byl vybran ptislusny pocet bodi a k jejich hodnotdm byl pficten Sum
(viz tabulka 5.1). Z téchto bodii a hodnot se pro pevné A a o2 vypo¢ita "hat
matrix” (viz sekce 3.3)a nasledné kritérium, cely postup se opakuje pro jiné
hodnoty parametri.

Cislo piikladu | Vstupni funkce | Poéet bodu | Rozptyl umu
1 sin(x) + sin(y) 10 1
2 sin(z) + sin(y) 10 5
3 sin(x) + sin(y) 10 550
4 sin(z) + sin(y) 100 5

Tabulka 5.1: Tabulka zadani ptikladu pro studium pribéhu kriterii

Porovnavéana byla nésledujici kritéria:

1. krosvalidace (CV2) se vztahem (3.10), tento vztah umoziuje rychlejsi
vypocet a vysledky jsou stejné jako pii pouziti (3.3)

Generalized Cross Validation (GCV) se vatahem (3.11)

Robustified Cross Validaiton (RCV) s vzorcem (3.14)

Akaike Information Criterion (AIC) pocitané pomoci vztahu (3.15)
Corrected Akaike Information Criterion (cAIC) (3.16)

pro porovnani i graf stiedni kvadratické odchylky (MSE) viz (3.2)

AR A A

Kazdy ptiklad obsahuje grafy pribéhu kriterii pro TPS v zavislosti na A
a pro Gaussovy RBF v zavislosti na o? pii pevném ) a opa¢né v zavislosti
na A\ pii pevném o?. Piiklad vidy uzavira graf vyvoje kriterii pro Gaussovy
RBF v zavislosti na A i 2.
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Na grafech, které tvori zbytek této sekce, mtzeme vidét nasledujici sku-
tecnosti. Grafy jsou v souladu s tvrzenim uvedeném v kapitole 3, ze cAIC a
obzvlasté AIC Spatné funguji pro maly pocet vstupnich hodnot. Jak je vidét
na piikladech 1 az 3, deset vstupnich hodnot je opravdu mélo a kritéria ne-
déavaji zadné rozumné vysledky. Pokud v piikladu 4 zaddme 100 vstupnich
bod, situace se alesponi pro Gaussovy RBF zlepsuje (viz obr. 5.22 a 5.23).

Na dobfe fungujicich kriterii jako CV2, GCV a MSE je zfetelné vidét,
jak se posouva hodnota A, kterou povazuji kritéria za optimalni, podle toho
jak se méni rozptyl priddvaného Sumu. P#i vétsim rozptylu Sumu voli kritéria
vétsi A a tedy veétsi vyhlazeni, zatimco pri mensim rozptylu oznacuji kriteria
jako optimdalni mensi hodnoty A. Kriteria se tedy v tomto chovaji tak, jak
bychom od nich o¢ekavali. RCV kritérium, v souladu s teorii, upiednostiiuje
vétsi vyhlazeni nez GCV, nékdy vSak ma problémy s konvergenci a voli
extrémni vyhlazeni.

Pfi pevném A se pii zméné rozptylu umu méni volené o2, to opraviuje
pohled na ¢? jako na vyhlazovaci parametr. Dale se zd4, Ze pro konkrétni
vstup existuje néjaky vyhodny pomér mezi A a o?, pfi jehoz zachovani,
s klesajicim A a stoupajicim o2 hodnota kriterii (CV2, GCV, MSE) stéle
klesa, od jisté hranice vSak zanedbatelné. Toto jsou pouze nahledy, presné
¢isla je mozné nalézt v nasledujici sekci.
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CV2 (TPS, Sum var: 1/1) GCcv RCV
2.6 30
19 24 25
1.8 22 20
1.7
[3) o 2 o 15
1.6
1.8 10
15
14 16 5
1.3 1.4 0
-10 0 10 -10 0 10 -10 0 10
log(lambda) log(lambda) log(lambda)
AIC cAIC MSE2
5 300
200 0.8
0
100 L
-5 0 06
o o ‘/—W o
_10 -100
-200 0.4
-15
-300
-20 -400 0.2
-10 0 10 -10 0 10 -10 0 10
log(lambda) log(lambda) log(lambda)

Obrazek 5.8: pi.1: Prubéh kritérii pro TPS v zavislosti na A — vstupem
jsou hodnoty a body z obrazku 5.7 (Sum ~ N (0, 1)), kritéria méfi vhodnost
vyhlazovaciho parametru A\, mensi hodnota je lepsi.
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CV2 (GAUSS var: 10, Sum var: 1/1) GCV RCV
12 3 35
10 30
25
2!
s 5
20
© 6 o 2 o
15
4
15 10
2 5
0 1 0
-10 0 10 -10 0 10 -10 0 10
log(lambda) log(lambda) log(lambda)
AlIC cAIC MSE
1 6000 7
o 5000 6
a 4000 5
3000 4
o =2 O o
2000 3
- 1000 2
-4 0 1
-5 -1000 0
-10 0 10 -10 0 10 -10 0 10
log(lambda) log(lambda) log(lambda)

Obrazek 5.9: pi.l: Pribéh kritérii pro Gaussovy RBF v zavislosti na A —
vstupem jsou hodnoty a body z obrazku 5.7 (Sum ~ N(0, 1)), kritéria méri
vhodnost vyhlazovaciho parametru X, mensi hodnota je lepsi.

CV2 (GAUSS lambda: 0.01, Sum var: 1/1) GCV RCV
3 25 25
20
25
2
15
o 2 [3)
10
15
1.5
5
1 1 0
0 50 100 0 50 100 0 50 100
var var var
AlC cAIC MSE
0.5 150 1.6
0 1.4
100
-0.5 1.2
-1 50 1
o o
-15 0 0.8
-2 0.6
-50
-2.5 0.4
-3 -100 0.2
0 50 100 0 50 100 0 50 100
var var var

2

Obrazek 5.10: pr.1: Pribéh kritérii pro Gaussovy RBF v zavislosti na ¢ —
vstupem jsou hodnoty a body z obrazku 5.7 (Sum ~ N(0, 1)), kritéria méri

vhodnost parametru o

2

, mensi hodnota je lepsi.
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5.3.2

priklad 2

CV2 (TPS, Sum var: 1/9) GCv RCV
1 1 4
0.9
08 35
0.8 i
07 3
o © 0.6 ©
0.6 25
05 0.4
2
0.4
0.3 0.2 15
-10 0 10 -10 0 10 -10 0 10
log(lambda) log(lambda) log(lambda)
AIC cAIC MSE2
0 300 0.4
200 0.35
- 100 03
0 0.25
o -10 o ’_/—W
-100 0.2
15 -200 0.15
-300 0.1
-20 -400 0.05
-10 0 10 -10 0 10 -10 0 10
log(lambda) log(lambda) log(lambda)

Obrazek 5.12: pi.2: Pribéh kritérii pro TPS v zavislosti na A — vstupem
jsou hodnoty a body z obrazku 5.7 (Sum ~ N(0, )), kritéria méif vhodnost
vyhlazovaciho parametru A\, mensi hodnota je lepsi.
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CV2 (GAUSS var: 10, Sum var: 1/9) GCv RCV
1.6 1 4
1.4 35
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Obrazek 5.13: pt.2: Pribeéh kritérii pro Gaussovy RBF v zavislosti na A —
vstupem jsou hodnoty a body z obrazku 5.7 (Sum ~ N (0, %)), kritéria méii
vhodnost vyhlazovaciho parametru A, mensi hodnota je lepsi.

CV2 (GAUSS lambda: 0.01, Sum var: 1/9) GCcv RCV
0.7 0.6 35
06 05 3
25
0.5 0.4
o %) o 2
0.4 0.3
15
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0.2 0.1 0.5
0 50 100 0 50 100 0 50 100
var var var
AIC cAIC MSE
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-2 50
(3] [3) © 0.08
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-5 -100 0.02
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var var var

Obrézek 5.14: pt.2: Pribéh kritérii pro Gaussovy RBF v zavislosti na o2 —

vstupem jsou hodnoty a body z obrazku 5.7 (Sum ~ N (0, %)), kritéria méri
vhodnost parametru o, mensi hodnota, je lepsi.
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A — vstupem jsou hodnoty a body z obrazku 5.7 (Sum ~ N (0, %)), kritéria
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5.3.3

priklad 3

CV2 (TPS, Sum var: 1/625) GCv RCV
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Obrazek 5.16: pi.2: Pribéh kritérii pro TPS v zavislosti na A — vstupem jsou
hodnoty a body z obrdzku 5.7 (fum ~ N(0, g55)), kritéria mé¥f vhodnost
vyhlazovaciho parametru A\, mensi hodnota je lepsi.
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CV2 (GAUSS var: 10, Sum var: 1/625) GCcv RCV
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Obrazek 5.17: pt.2: Pribéh kritérii pro Gaussovy RBF v zavislosti na A —
vstupem jsou hodnoty a body z obrazku 5.7 (Sum ~ N (0, ﬁ)), kritéria méri
vhodnost vyhlazovaciho parametru A, mensi hodnota je lepsi.
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Obrazek 5.18: pr.2: Prabéh kritérii pro Gaussovy RBF v zavislosti na o

var

var

var

2

— vstupem jsou hodnoty a body z obrazku 5.7 (Sum ~ N(0, ﬁ)), kritéria
, mensi hodnota je lepsi.
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5.3.4 priklad 4

original vybrané body

f(x.y)

Obrazek 5.20: Zadéani ctvrtého prikladu — zadani podobné prvnimu piikladu
pouze je vice bodi, nahote je origindlni funkce a vpravo z ni 100 vybranych
bodi, dole je Sum ~ N (0, %), ktery se pricte k hodnotdm v bodech.
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CV2 (TPS, Sum var: 1/9) GCv RCV
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Obrazek 5.21: pi.4: Pribéh kritérii pro TPS v zavislosti na A — vstupem
jsou hodnoty a body z obrazku 5.20, kritéria méri vhodnost vyhlazovaciho
parametru A, mensi hodnota je lepsi.
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RBF v zavislosti na A
kritéria méri vhodnost

Obrazek 5.22: pr.4: Prabéh kritérii pro Gaussovy
— vstupem jsou hodnoty a body z obrazku 5.20),
vyhlazovaciho parametru A\, mensi hodnota je lepsi.
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CV2 (GAUSS lambda: 0.01, Sum var: 1/9) Gev RCV
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Obrazek 5.23: pr.4: Prabéh kritérii pro Gaussovy RBF v zavislosti na o

2

— vstupem jsou hodnoty a body z obrazku 5.20, kritéria méri vhodnost

parametru o?

, mensi hodnota je lepsi.
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5.4 Minimalizace

Sekce minimalizace ukazuje jaké vysledky dosahuje navrhovand metoda a
zaroven porovnéva, které kriterium pro volbu parametri je pro tuto metodu
nejvhodnéjsi.

Sekce obsahuje dva piiklady, zadani piikladi je podobné predchozi sekci.
Prvni ptiklad pracuje s 10 zadanymi body zatimco druhy se 100 body, zkou-
mané rozptylu $umu jsou 1, %, gi;. Opét méme funkci sin(z) + sin(y) na
oblasti [0, 3] x [0, 4], body a hodnoty Sumu jsou stejné jako v predchozi sekci,
pouze hodnoty Sumu se vynéasobi piislusnou konstantou, aby se zménil roz-
ptyl.

Pribéh vypoctu je podobny jako v predchozi sekci, pouze se nekresli
grafy, ale hledaji se hodnoty parametri, pro které je dané kritérium mini-
malni. Pro TPS se minimalizace provadi pomoci standardni funkce FMINBND
z programu MATLAB, optimélni ) se hled4 na intervalu (e~1?, ¢!?). U Gaus-
sovych RBF se optimalni A a o2 hled4 pomoci metody navrzené v kapitole
4.

Struktura vysledka je nasledujici: kazdy priklad obsahuje dvé tabulky, z
nichz prvni popisuje vysledky minimalizace pro TPS a druhé pro Gaussovy
RBF. Kazda tabulka obsahuje vysledky minimalizace pro vSechny zkoumana
kriteria a rizné hodnoty Sumu.

Minimalizace potvrdila domnénky o vhodnosti kriterii uvedené v pred-
chozi sekci. Jak je vidét z nasledujicich tabulek, kritéria AIC a cAIC funguji
Spatné pro maly pocet pripadti, RCV miva problémy s existenci minima a
voli pfilis velké vyhlazeni, ani CV se nepodafilo prekonat vysledky GCV.
Jako nejlepsi kritérium se tedy jevi GCV, nebot funguje dobie i pro maly
pocet pripadu, ma nejméné problému s existenci minima a produkuje sta-
bilné dobré a vétsinou nejlepsi vysledky, méieno pomoci stfedni kvadratické
odchylky (MSE).

7Z vysledku by se také dalo soudit, ze pfi pouziti GCV produkuji Gaus-
sovy RBF lepsi vysledky nez TPS, opét méfeno pomoci stifedni kvadratické
odchylky (MSE).
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5.5 Mapovani

Tato sekce obsahuje vysledky navrhované metody pro konstrukci mapo-
vaci funkce pomoci Gaussovych RBF tak, jak byla popsana v kapitole 4.

Vstupem pro mapovani byl néjakym zpisobem deformovany obrazek a
soufadnice korespondujicich fidicich bodi, fidici body byly vybirany rucné.
Pro srovnani jsou ukdzany vysledky mapovani pomoci TPS pro stejny vstupni
obrazek a stejné ridici body. Zdeformované obrazky i zadané fidici body jsou
k dispozici na ptilozeném CD.

5.5.1 priklad 1

V néasledujicim prikladu byl zdrojovy obrazek zdeformovan v programu
GIMP filtrem CurveBend, deformace horniho i dolniho okraje se zadavéa
pomoci polynomidlni kiivky.

V tomto prikladé vychézi lépe mapovani pomoci TPS, podle MSE spoci-
tané na obrazovych funkcich (narovnaného obrézku proti originalu) jsou vy-
sledky nasledujici: MSE pro TPS = 0.008, MSE pro Gaussovy RBF = 0.021.
Vyuzivaji se zde totiz globalni vlastnosti TPS, kdy pomoci bodd zadanych
uprostied obrazku dokadze TPS pékné narovnat rohy obrazku. Toho Gaus-
sovy RBF se svym lokalnim charakterem schopné nejsou.
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Obrazek 5.25: Zadani mapovani — vlevo je vstupni obrazek zdeformovany v
programu GIMP, vpravo vidime obrazek puvodni, ridici body jsou oznaceny
krizky.

Obrazek 5.26: Vysledky mapovani — vlevo pii pouziti TPS, vprav jsou vy-
sledky Gaussovych RBF, fidici body jsou oznaceny krizky.
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5.5.2 priklad 2

Nasledujici obrazek byl deformovan pomoci ,,Mesh warp“ deformace v
programu Corel PHOTO-PAINT. Jedna se o lokalni deformaci, pti které
byla horni ¢st levé véze stlacena ze stran a stlacena smérem dold. Ridici
body byly umistény i do rohti obrazku, aby se zvyraznil lokdlni charakter
deformace.

Obrazek 5.27: Zadani mapovani — vlevo je vstupni obrazek zdeformovany
pomoci ,,Mesh warp“, vpravo vidime obrazek pivodni, fidici body jsou ozna-
Ceny kiizky.

Obrazek 5.28: Vysledky mapovani — vlevo pii pouziti TPS, vpravo jsou vy-
sledky Gaussovych RBF, fidici body jsou oznaceny krizky.

Podle MSE (po¢itané jako v prvnim piikladu) jsou Gaussovy RBF v
tomto pripadé lepsi nez TPS; presné hodnoty jsou: MSE pro TPS = 0.007,
MSE pro Gaussovy RBF = 0.003. U TPS vidime zbytec¢né prohnuti stfedu
obrazku, také pti narovnani véze pusobi Gaussovy RBF napohled lépe.
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5.5.3 zjisténi

Celkové, pii pouziti Gaussovych RBF se obrazek jevi méké¢i a snadnéji
deformovatelny, coz plyne z lokalizovanosti Gaussovych RBF. Tyto funkce
umoznuji deformovat ¢ast obrazku a jinou ¢ast nechat nezménénou. Pti men-
$im rozptylu se vSak mize stat, ze kdyz jedna éast obrazku zistane na
misté a druhd je posunutd, oblast mezi se vyrazné protdhne. Kvili svému
bodi.

Naopak, pfi pouziti TPS se obrazek jevi velmi tuhy a tézko deformo-
vatelny, coz plyne z minimalizace funkcionalu vyjadiujici energii zohybani.
TPS se jevi stabilnéjsi, méné nachylné k vykyvim nebo posuntim bodi. Né-
kdy je globédlni povaha TPS a deformace vzdélenych oblasti vyhodou (viz
obr. 5.26 s péknym narovninim rohti) jindy zase nevyhodou (viz obr. 5.28
se zbytecnym prohnutim stifedni ¢asti nebo obr. 1.2 s nepfirozenym protah-
nutim obli¢eje v motivaénim piikladu).

Vyse uvedené vlastnosti plynou z vlastnosti baze, parametry maji pouze
kvantitativni vliv.
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Kapitola 6
Zavér

Cilem prace bylo prozkoumat moznosti registrace pomoci jinych radial-
nich bazovych funkci (RBF) nez jsou Thin Plate Spline (TPS), konkrétné
pomoci Gaussovych funkci. S tim souvisi nalezeni vhodné metody pro auto-
matickou volbu vyhlazovaciho parametru.

Na zacatku byla provedena reserse existujicich metod registrace pomoci
RBF s prihlédnutim k jinym bazovym funkcim néz jsou pouzivané TPS.
Dale byla nastudovana kritéria, kterd se ve statistice pouzivaji pro volbu
vyhlazovaciho parametru (napiiklad pii nelinedrni regresi). Byla navrzena
vlastni metoda pro automatickou volbu parametri, jedna se o vice kriteri-
4lni optimalizaci, pii které se hledd optimalni hodnota vSech volnych para-
metri v modelu. Tyto ,,optimélni“ hodnoty se odhaduji pomoci vybraného
kritéria. V praci byla porovnana nasledujici kritéria: Generalized Cross Vali-
dation (GCV), Cross Validation (CV), Robustified Cross Validation (RCV),
Akaike Information Criterion (AIC) a Corrected Aikaike Information Crite-
rion (cAIC). Jako nejvhodnéjsi kritérium pro Gaussovy funkce bylo nakonec
zvoleno kritérium GCV, nebot funguje dobfe i pro maly pocet vstupi, ma
nejméné problému s existenci minima a produkuje nejlepsi vysledky (méfeno
pomoci stfedni kvadratické odchylky (MSE)).

Zvoleni GCV kritéria pro urcovani parametri u Gaussovych RBF je
lepsiho kritéria nez obvykle pouzivaného GCV, viz Berman [3]. Novym pii-
stupem v navrhované metodé je pouziti GCV pro volbu vSech parametri
modelu, ne pouze pro vyhlazovaci parametr. Na testovaném obrazku s lo-
kalni deformaci se navrzené metodé s Gaussovymi RBF dokonce podaftilo
prekonat TPS.

Navrhovana metoda s Gaussovymi RBF se ukazala vhodnd pro registraci
obrazu, kde dochézi k lokalni deformaci snimku; pfikladem by mohlo byt
lékarstvi. Dale by se metoda dala vyuzit pro warping nebo pro aproximaci
dvourozmérné funkce.

Namétem na vylepsSeni uvedené metody by mohlo byt zavedeni riznych
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rozptyld pro kazdy prvek baze, tim by se ale velmi zvysila vypocetni naroc¢-
nost pro urcovani téchto parametrt, pokud by nebyla nevyvinula optimali-
zovana metoda.
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