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2 Soǔradné soustavy, projekčńı transformace, frustum
3 Reprezentace orientace
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Převod mezi soǔradnými soustavami

Geometrické transformace v 3D

vektor 3D soǔradnic [x , y , z ]

transformace násobeńım matićı 3x3

řádkový vektor se násob́ı zprava (DirectX )

[x , y , z ] ·

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 = [x ′, y ′, z ′]

sloupcový vektor se násob́ı zleva (OpenGL)a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ·
x

y
z

 =

x ′

y ′

z ′


transformačńı matice 3x3 maj́ı podstatné omezeńı - nelze je
použ́ıt pro posunut́ı (translaci)
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Převod mezi soǔradnými soustavami

Homogenńı soǔradnice

vektor homogenńıch soǔradnic [x , y , z ,w ]

transformace násobeńım matićı 4x4

[x , y , z ,w ] ·


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

 = [x ′, y ′, z ′,w ′]

homogenńı matici lze i posunovat (translace) a provádět
perspektivńı projekci
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Převod mezi soǔradnými soustavami

Převod homogenńıch soǔradnic

homogenńı soǔradnice [x , y , z ,w ] se p̌reváděj́ı na běžné
kartézské soǔradnice vyděleńım (je-li w 6= 0) [x/w , y/w , z/w ]

soǔradnice [x , y , z , 0] neodpov́ıdaj́ı žádnému vlastńımu bodu v
prostoru

lze je chápat jako reprezentaci směrového vektoru (bod v
nekonečnu)

p̌revod z obyčejných soǔradnic do homogenńıch je
jednoduchý: [x , y , z ]⇒ [x , y , z , 1]
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Převod mezi soǔradnými soustavami

Elementárńı transformace

nejběžněǰśı jsou afinńı transformace
a11 a12 a13 0
a21 a22 a23 0
a31 a32 a33 0
t1 t2 t3 1


levá horńı podmatice [a11 až a33] vyjaďruje rozměr a orientaci,
p̌ŕıpadně zkoseńı

vektor [t1, t2, t3] udává posunut́ı (translaci)

posunut́ı je až posledńı operace
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Převod mezi soǔradnými soustavami

Transformace normál

normálové vektory se nesḿı transformovat běžnými
transformačńımi maticemi

výjimka: matice M je rotačńı (ortonormálńı)

matice pro transformaci normál N:

N = (M−1)T

Původńı objekt Transformovaný objekt
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Soǔradné soustavy

Souřadnice modelu 
(Object coordinates)

Modelovací transformace
(Modeling transform)

Světové souřadnice
(World coordinates)

Souřadnice kamery
(Eye coordinates)

Pohledová transformace
(View transform)

Projekční transformace
(Projection transform)

Ořezávací souřadnice
(Clip coordinates)
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Soǔradné soustavy

Souřadnice modelu 
(Object coordinates)

Modelovací transformace
(Modeling transform)

Světové souřadnice
(World coordinates)

Souřadnice kamery
(Eye coordinates)

Pohledová transformace
(View transform)

Projekční transformace
(Projection transform)

Ořezávací souřadnice
(Clip coordinates)

ModelViewMatrix

ModelViewProjMatrix
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Soǔradné soustavy, projekčńı transformace, frustum

Reprezentace orientace
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Soǔradné soustavy 2

Ořezávací souřadnice
(Clip coordinates)

Perspektivní dělení
(Perspective divide)

Normalizovaný 
prostor

(Normalized 
device space)

Souřadnice v okně
(Window coordinates)

Okénková transformace
(Viewport transform)
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Soǔradné soustavy 3

soǔradnice modelu

databáze objekt̊u, ze kterých se skládá scéna
3D modelovaćı programy (3DS, Maya, ...)

světové soǔradnice

absolutńı soǔradnice virtuálńıho 3D světa
vzájemná poloha jednotlivých instanćı objekt̊u
pro zobrazováńı nemaj́ı p̌ŕılǐs velký význam (pouze teoretický)

soǔradnice kamery

3D svět se transformuje do relativńıch soǔradnic kamery
sťred projekce: počátek, směr pohledu: -Z (OpenGL) nebo
+Z (DirectX)
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Soǔradné soustavy a jejich transformace

transformace model ⇒ kamera

kombinovaná do ModelView matice

projekčńı transformace

definuje zorný objem (frustum pro perspektivńı projekci)
p̌redńı a zadńı ǒrezávaćı vzdálenost: n, f
výsledkem je homogenńı soǔradnice (p̌red ǒrezáńım)

ǒrezávaćı soǔradnice (clip coordinates)

výstupńı soǔradnice vertex shaderu
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Projekčńı transformace

tzv. frustum pro perspektivńı projekci je definováno
parametry n, f, l, r, t, b

vzdálený bod f lze pousnout do nekonečna


2n
r−l 0 0 0

0 2n
t−b 0 0

r+l
r−l

t+b
t−b

−(f +n)
f−n −1

0 0 −2fn
f−n 0




2n
r−l 0 0 0

0 2n
t−b 0 0

r+l
r−l

t+b
t−b −1 −1

0 0 −2n 0
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Soǔradné soustavy a jejich transformace

perspektivńı děleńı

pouze p̌revád́ı homogenńı soǔradnice do kartézských

normalizované soǔradnice zǎŕızeńı (NDC )

kvádr standardńı velikosti
OpenGL: [−1,−1,−1] až [1, 1, 1]
DirectX: [−1,−1, 0] až [1, 1, 1]

soǔradnice v okně (window coordinates)

výsledkem okénkové transformace (škálováńı + posun) a
transformace hloubky
použ́ıvaj́ı se p̌ri rasterizaci a práci s fragmenty
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Transformace tuhého tělesa

zachovává tvar těles, měńı pouze jejich orientaci
skládá se jen z posunut́ı a otáčeńı
často se použ́ıvá k p̌revodu mezi soǔradnicovými systémy
(nap̌r. mezi světovými soǔradnicemi a systémem spojeným s
pozorovatelem)
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Eulerovy úhly, kvaterniony
interpolace orientaćı

Převod mezi dvěmi orientacemi

x

y

z

s

t
u

O

[1, 0, 0] ·Mstu→xyz = s
[0, 1, 0] ·Mstu→xyz = t
[0, 0, 1] ·Mstu→xyz = u

Soǔradný systém má počátek v O
a je zadán trojićı jednotkových
vektor̊u [s, t, u]

Mstu→xyz =

sx sy sz
tx ty tz
ux uy uz


Mxyz→stu = MT

stu→xyz
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Eulerova transformace

x

y

-z
rozklad obecné rotace na ťri složky

E (h, p, r) = Ry (h) · Rx(p) · Rz(r)

h(head, yaw): otočeńı hlavy v půdorysu

p(pitch): zvednut́ı/skloněńı hlavy

r(roll): otočeńı kolem osy pohledu
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Eulerova transformace 2

výsledná matice rotace:

E =

c(r)c(h)− s(r)s(p)s(h) s(r)c(h) + c(r)s(p)s(h) −c(p)s(h)
−s(r)c(p) c(r)c(p) s(p)

c(r)s(h) + s(r)s(p)c(h) s(r)s(h)− c(r)s(p)c(h) c(p)c(h)


s(x) = sin(x), c(x) = cos(x)

možnost zpětného výpočtu úhl̊u h,p,r:

p . . . e23

r . . . e21/e22

h . . . e13/e33
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Rotace - jiné konvence

hlavńı konvence

1. rotace kolem Z o úhel ϕ
2. rotace kolem X’ o úhel θ
3. rotace kolem Z”o úhel ψ

X-konvence

1. rotace kolem Z
2. rotace kolem p̊uvodńı osy X
3. rotace kolem p̊uvodńı osy Z

daľśı systémy: aeronautika, gyroskopy, fyzika, . . .
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Kvaterniony

Sir William Rowan Hamilton, 1843

i2 = j2 = k2 = ijk = −1
aplikace v grafice až v roce 1985 (Shoemake)
zobecněńı komplexńıch č́ısel do 4D prostoru

q = (v,w) = ix + jy + kz + w = v + w

imaginárńı část v = (x , y , z) = ix + jy + kz

i2 = j2 = k2 = −1

jk = −kj = i

ki = −ik = j

ij = −ji = k
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Soǔradné soustavy, projekčńı transformace, frustum

Reprezentace orientace
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Kvaterniony - operace

sč́ıtáńı

(v1,w1) + (v2,w2) = (v1 + v2,w1 + w2)

násobeńı

qr = (vq × vr + wrvq + wqvr,wqwr − vq · vr)

i(qy rz − qz ry + rwqx + qw rx),
j(qz rx − qx rz + rwqy + qw ry ),
k(qx ry − qy rx + rwqz + qw rz),

qw rw − qx rx − qy ry − qz rz
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Kvaterniony - operace

konjugace

(v,w)∗ = (−v,w)

norma (čtverec absolutńı hodnoty)

‖ q ‖2= n(q) = qq∗ = x2 + y 2 + z2 + w 2

jednotka

i = (0, 1)

p̌revrácená hodnota

q−1 = q∗

n(q)

násobeńı skalárem

sq = (0, s)(v,w) = (sv, sw)
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Jednotkové kvaterniony

jednotkový kvaternion lze vyjáďrit goniometricky

q = (uqsinϕ, cosϕ)
pro nějaký jednotkový 3D vektor uq

reprezentace rotace (orientace) v 3D

nejednoznačnost: q i −q reprezentuj́ı stejnou rotaci
identita (nulové otočeńı): (0, 1)

mocnina, exponenciála, logaritmus:

q = uqsinϕ+ cosϕ = exp(ϕuq)
logq = ϕuq

qt = (uqsinϕ+ cosϕ)t = exp(tϕuq) = uqsin(tϕ) + cos(tϕ)
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Rotace pomoćı kvaternionu

jednotkový kvaternion

q = (uqsinϕ, cosϕ)
uq . . . osa rotace
ϕ . . . úhel

bod nebo vektor v 3D:
p = [px , py , pz , pw ]

rotace bodu (vektoru) p kolem
osy uq o úhel 2ϕ:

p′ = qpq−1 = qpq∗

φ

φ

uq
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Převod kvaternion ↔ matice

kvaternion q po p̌revedeńı na matici:

M =

1− 2(y 2 + z2) 2(xy + wz) 2(xz − wy)
2(xy − wz) 1− 2(x2 + z2) 2(yz + wx)
2(xz + wy) 2(yz − wx) 1− 2(x2 + y 2)


p̌revod matice na kvaternion - základem jsou rovnice:

m23 −m32 = 4wx
m31 −m13 = 4wy
m12 −m21 = 4wz
tr(M) + 1 = 4w 2

(1)
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Převod matice na kvaternion 2

pokud je stopa matice+1 v absolutńı hodnotě velká:

w = 1
2

√
tr(M) + 1 x = m23−m32

4w
y = m31−m13

4w x = m12−m21
4w

v opačném p̌ŕıpadě se nejprve spoč́ıtá složka s maximálńı
absolutńı hodnotou, pak se použij́ı rovnice (1)

4x2 = 1 + m11 −m22 −m33

4y 2 = 1−m11 + m22 −m33

4z2 = 1−m11 −m22 + m33
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Sférická lineárńı interpolace (slerp)

nejkraťśı sférický oblouk mezi orientacemi q a r

vstup:

dva kvaterniony q a r
q · r ≥ 0, jinak −q
reálný parametr 0 ≤ t ≤ 1

interpolovaný kvaternion:

slerp(q, r, t) = q(q∗r)t

jiné vyjáďreńı:

slerp(q, r, t) =
sin(ϕ(1− t))

sinϕ
· q +

sin(ϕt)

sinϕ
· r

cosϕ = qx rx + qy ry + qz rz + qw rw
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Otočeńı mezi dvěma vektory

dva směrové vektory s a t
1 normalizace vektor̊u s, t
2 jednotková rotačńı osa u = (s×t)

‖s×t‖
3 vyjáďreńı úhlu mezi s a t:

e = s · t = cos(2ϕ)

‖ s× t ‖= sin(2ϕ)

4 výsledný kvaternion:

q = (u · sinϕ, cosϕ)

q = (qv, qw ) =

(
1√

2(1 + e)
(s × t),

√
2(1 + e)

2

)
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Slerp rotačńıch matic

vstup:

dvě rotačńı matice Q a R
reálný parametr 0 ≤ t ≤ 1

interpolovaná matice:

slerp(Q,R, t) = Q(QTR)t

technický problém: obecná mocnina rotačńı matice
nutnost výpočtu osy a úhlu otočeńı QTR
výpočetně málo efektivńı
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Vyjáďreńı rotace - shrnut́ı

rotačńı matice

+ HW podpora, efektivńı transformace vektoru
- pamět’ (9× float), neefektivńı ostatńı operace

osa a úhel otočeńı

+ pamět’ (4× float nebo 6× float), podobné kvaternionu
- neefektivńı kompozice, interpolace

kvaternion

+ pamět’ (4× float), kompozice, interpolace
- neefektivńı transformace vektoru

podrobnosti viz RotationIssues.pdf
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Interpolace na obrazovce

týká se soǔradnic od ǒrezávaćıch (včetně)

clip space: [x , y , z ,w ]
NDS: [ x

w ,
y
w ,

z
w ] (w někdy z̊ustává)

window space (fragment): [xi , yi , zi ,w ]

projekčńı perspektivńı transformace mapuje hloubku z do
NDS nelineárně

- nerovnoměrné využit́ı p̌resnosti z-bufferu (méně p̌resné
vzdálené partie - minimalizace poměru f

n )
+ interpolaci hloubky z lze dělat na obrazovce lineárně

W-buffer ḿısto z-bufferu (dnes se moc nepouž́ıvá)
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Perspektivně korektńı interpolace

1 ve straně trojúhelńıka interpoluj
[x , y , z , 1

w ,
u
w ,

v
w ]

2 interpoluj v rámci scanline

3 vypoč́ıtej správné parametry

w = 1/ 1
w

u = u
w · w

· · ·

1.

2.

3.

snahou je použ́ıvat co nejv́ıce lineárńı interpolaci

hloubku z lze interpolovat lineárně

pro texturové soǔradnice nebo w se muśı implementovat
perspektivně korektńı interpolace

lineárně interpoluji 1
w , u

w i v
w , finálńı [u, v ] pak dopoč́ıtám

děleńım (hyperbolická interpolace)
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Perspektivně korektńı interpolace - aplikace

historicky výpočetně výrazně náročněǰśı než lineárńı

řešeńı - sńıžeńı náročnosti, perspektivně korektńı interpolace
poč́ıtána jen v určitých bodech, zbytek interpolován
(bi)lineárně

Quake - jednou za 16 pixel̊u scanline
bilineárńı po bloćıch v soǔradnićıch obrazovky
pro konstantńı z

moderńı karty maj́ı HW interpolátory
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Perspektivně korektńı interpolace - p̌ŕıklad

affinńı perspektivně správné
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Soǔradné soustavy, projekčńı transformace, frustum

Reprezentace orientace
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Perspektivně korektńı interpolace - p̌ŕıklad 2

affinńı perspektivně správné
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