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1 Zakladni algoritmus path traceru

getLi(x, w)
{
Color thrput = (1,1,1)
Color accum = (0,0,0)
while (1)
{
hit = NearestIntersect(x, w)
if no intersection
return accum + thrput * bgRadiance(x, w)
if isOnLightSource (hit)
accum += thrput * Le(hit.pos, —w)

rho = reflectance (hit.pos, —w)
if rand() < rho // russian roulette — survive (reflect)
wi := SampleDir(hit)
thrput *= fr (hit.pos, wi, —w) x dot(hit.n, wi) / (rhoxp(wi))
x := hit.pos
w = wi
else // absorb
break ;

}

return accum;

Algoritmus path traceru pocita radianci v bodé x a ve sméru w. Na pocatku je x pozice oka
a w je smér, kterym se kouka do scény pro dany pixel. thrput je ”vaha’sledovaného paprsku.
Paprsek zkusi najit prusecik se scénou a pokud nic nenajde, vrati spocitanou radianci. Pokud
paprsek dopadl na svételny zdroj, pripoc¢ita se k vysledku radianci svételného zdroje opravenou
o vahu sledovaného paprsku. Poté je potieba se rozhodnout, zda by mél dale pokracovat nebo
skon¢it. Spocte si pravdépodobnost, s jakou by mél pokracovat, vhodna hodnota je odrazivost
p (pokud plocha odrézi 90%, tak s 90% pravdépodobnosti bude pokracovat, pokud 20%, tak
paprsek bude pokracovat s 20% pravdépodobnosti). Path tracer tedy spocitd pravdépodobnost,
s jakou by mél pokracovat ve vypoctu (nemusf to byt nutné odrazivost, ale ta mé velmi dobré
vlastnosti), vygeneruje ndhodné &islo a rozhodne se. Pokud konéi, tak vrati spo¢itanou hodnotu,
pokud pokracuje, tak vygeneruje novy smér w; podle n&jakého rozlozeni pravdépodobnosti p(w;),
upravi vahu nového paprsku a nastavi x na prusec¢ik puvodniho paprsku se scénou a w bude smér
nového paprsku.



Sledovani jedné cesty je potifeba nékdy ukoncit, je nékolik moznosti:
e podle poctu odrazu cesty - nevhodné, protoze obcas sleduje nedulezité paprsky, zatimco
dulezité mohou byt ukonceny piedcasné

e pokud je thrput mensi, nez konstanta

e ruskou ruletou - jediné nestranné feseni, v kazdém kroku s néjakou pravdépodobnosti cestu
ukonéime

P#i generovani ndhodnych sekvenci je dulezité, aby kazdy pixel mél nezdvislé odhady. Pokud
jsou paprsky korelované, tak je vizudlni dojem podstatné horsi. Numericka chyba je stejna, ale
subjektivni pocit je horsi.

Path tracer je jeden z prvnich algoritmu, je velice jednoduchy, ale pravé diky své jednodu-
chosti se v praxi prosazuje (napf. filmy 2012, Alice in the Wonderland). Nenf p#ili§ rychly, ale
je velmi robustni, tzn. funguje pro velkou mnozinu scén, nemd skoro zddné parametry (=nenf
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potieba zameéstnanec se znalostmi) a dokud bézi, tak zlepsuje vysledek.

2 Detaily path traceru

Smér sekundarnfho paprsku generujeme z néjaké hustoty pravdépodobnosti p(w;) na hemistéfe,
idedlné bychom chtéli generovat podle L;(w;)fr(w;,w,)cos(f;), to ale nejde, protoze nevime,
jakd je hodnota pfichoziho svétla L;(w;) v bodé z. Obvykle se tedy snazime generovat paprsky
podle f,.(wi,w,) cos(d;) (bud piimo podle této funkce nebo podle néjaké podobné, protoze podle
fr(wi,w,) je casto obtizné vzorkovat).

Co by se stalo, kdybychom v path traceru pouzivali piimo f,(w;,w,) cos(8;)? Neboli co kdyby
p(w;) bylo pfimo tmeérné f, (w;,w,) cos(d;)? Nejdiive je potFeba spocitat pdf (probability distri-
bution function), pdf mé integrél 1, pouziji normalizaci a dostanu

p(wi) = fr(wi, wo) cos(6;) _ fr(wi, wo) cos(6;) )

Y [ fr(wi, wo) cos(6;)dw; P
Clen ve jmenovateli je odrazivost p. Pokud tuto pdf pouZiji v path traceru misto obecné p(w;),
tak se ¢leny ve zlomku upravujici thrput vykrati a thrput se v jednotlivych krocich nebude ménit.

fr(wi, wo)dot(z.normal, —w)
p*p(wi)

thrputx =

thrputx = 1

Dusledkem neméniciho se thrput je, ze dokud cesta neskonéi, tak sekundédrni paprsky cesty
budou vzdy pfispivat stejnou vahou. Pti pouziti jiného rozdéleni by se thrput neustédle zmensoval
a prispévky sekundarnich paprsku by k findlnim vysledku pfispivaly stdle mensim dilem. To je
duvod, pro¢ checeme, aby pdf byla podobnd f,(w;,w,) cos(d;). Pokud neni pdf neni zcela stejnd
(ale je velmi podobnd), thrput bude zustdvat priblizné na hodnoté 1.

Jak je mozné, ze jeden paprsek stale pfispiva zhruba stejné ke kone¢nému vysledku, tfeba i po
20 odrazech? Lze si to predstavit jako situaci, kdy misto deseti 1 wattovych paprski vyslu jeden
10 watovy. Pokud se pouzije spravné rozdéleni pro vysldni jednoho paprsku, tak to statisticky
vyjde stejné.



3 Pravdépodobnost preziti cesty

Jak je uvedeno vySe, je dobré pouzit jako pravdépodobnost preziti cesty odrazivost plochy v
bodé z. Pokud by byla pouzita jind metoda (napft. pro plochu s p 30% by cesta pokracovala s
pravdépodobnosti 100%), tak by sekunddrni paprsky musely byt pocitdny castéji, nez je nutné
(coz stoji vypocetni vykon), a musely by byt vyndsobeny odrazivosti.

Ne vzdy umime spocitat odrazivost p, v takovém piipadé lze pouzit jiny zptusob rozhodnuti
o 7preziti” cesty, ktery dava podobné vysledky, ale nevyzaduje spocitat odrazivost p: vygeneruji
smér sekunddrniho paprsku z p(w;) (dfive, nez se rozhodnu, zda ho vubec budu potfebovat) a ze
smeéru spocitdm pravdépodobnost, zda by mél paprsek pokracovat:

f?"(wi7 wo) COS(Gi) }
p(wi)

qsurvival = min {17

Pokud je p(w;) splituje rovnici 1, tak je vysledek qsurvivar vZdy p, coz je ekvivalentni s ptvodni
metodou. Pro obecné p(w;) muze byt gsurvivai vEtSi nez 1 a proto je shora omezené hodnotou 1.
Vyhodou této metody je, ze nevyzaduje znalost odrazivosti p, ale funguje zhruba stejné efektivné,
a pokud je p(w;) "idedlni,” (tj. pokud spliiuje rovnici 1) tak funguje zcela stejné. Pokud je p(w;)
daleko od idedlu (tj. pokud jeji prubéh neni podobny f,(w;,w,)cos(d;)), tak funguje lépe, nez
metoda s odrazivosti.

4 Vypocet primého osvétleni v path traceru

V zakladnim algoritmu path traceru postupné stiilime paprsky a pokud ndhodou trefime zdroj
svetla, tak mé paprsek nenulovy piispévek a vSechny ostatni cesty, které skoncily diive, nez se
stacily trefit do svétla maji nulovy prispévek. Tento zpusob neni piilis rychly a trvd dlouho, nez
zkonverguje, coz je vidét dobfe na obrdzcich la a 1b. Cim je zdroj svétla mensi, tim je mensf
pravdépodobnost, ze paprsek se do zdroje trefi, pokud je zdroj bodovy, tak je pravdépodobnost
limitné nula.

(a) Referenéni obrézek (b) Z&kladni path tracer, 150 cest na pi-
xel

Obrazek 1: Cornell box (Autor: Alexander Wilkie)

Pokud se omezime na problém piimého osvétleni, existuji dva piistupy, jak zjistit, kolik svétla
dopadé na misto x:



e vzorkovani BRDF - posildme paprsek po hemisféfe a doufdme, ze se trefime do zdroje
svétla.

e vzorkovani plochy svétla - vzrokujeme plochu zdroje svétla (vzorkované misto oznacuji y)
pii zohlednéni viditelnosti mezi body = a y.

5 Vzorkovani BRDF

Pro vypocet odrazené radiance L, vzorkovanim BRDF vyuzijeme formulaci rovnice odrazu jako
integralu pfes sméry na polokouli:

L.(xz,w;) = / Le(r(z,w;), —w;) - fr(x,wi,w,) - cos ;dw;

Pro vypocet estimatoru rovnice odrazu generujeme nahodné sméry w; j, podle hustoty p, ktera je

“evs

protne néjaky zdroj svétla, pii¢teme L. (r(z,w; k), —wi k) - fr(, Wik, wo) - cosb; i /pdf . Vysledny
estimator mé tedy tvar:

N

N 1 Le(r(z,wik), —wik) - fr(x,wik,w,) - cosb;

Lr(x’wo) = Nz ( ( JC) k) f ( k ) k
b1 p(wik)

6 Vzorkovani svétel

Vzorec pro vzorkovani svétel ziskdm z rovnice odrazu, kterou upravime tak, aby misto integrovani
pres hemisféru integrovala ptes plochy svétla:

L.(z,w,) = /ALe(y —=z) frly—=x—=w) V(y+ ) Gly < x)dA,

V je funce viditelnosti, pokud je mezi x a y prekdzka, je V(y <> ) = 0, jinak V(y <> x) = 1.
Pro vypocet estimatoru generujeme ndhodnou pozici yx na zdroji, otestujeme viditelnost mezi x
a y, a pokud je V(y ¢ z) = 1, pFicteme |A|L¢(y)f-(.) cos /pdf.

N
L) = ST Lul = 0) - g = 2= ) Vi 0 2) - Gl 5 )
k=1

Piitomnost geometrického faktoru

cos(6y) - cos(6;)

Glo € ) = = Zop

v této formulaci zpusobuje ubytek svétla se ¢tvercem vzdalenosti. PovSimnéte si, ze tento ubytek
je dan 3D geometrif prostoru (substituce dw = cos 6/r? x dA), nikoli vlastnostmi svétla.

7 Vlastnosti vzorkovani BRDF a vzorkovani svétla

Méme dva ruzné a korektn{ zpusoby, jak vyfesit (spocitat) jeden problém. Kdy je vhodné pouzit
kterou metodu?



e vzorkovani BRDF - vyhodnéjsi pro velka svétla, pro malé zdroje je mald pravdépodobnost
zasahu zdroje — vysoky rozptyl, Sum

e vzorkovani svétla - vyhodnéjsi pro malé zdroje, jedind moznost pro bodové zdroje. Pro
velké zdroje je mnoho vzorki mimo lalok BRDF — vysoky rozptyl, sum

Na obrazcich 2a a 2b je identicka scéna zobrazena obéma metodami. Ve scéné jsou 4 svétla
nejvice diftizni). Na obrdzku 2a vlevo dole je maly zdroj a difdzni plocha. V takové situaci
metoda se vzorkovani BRDF skoro nikdy netreff (metoda ndhodné voli sméry na difizn{ plose
a proto zhruba rovnomérné po celé hemisféie) a vysledkem je ndhodny shluk pixelu. Metoda
vzorkovéni svétel naopak selhdvd na obrdzku 2b vpravo nahofe (velky zdroj svétla s lesklym
povrchem). Pfi¢inou tohoto chovéni je, Zze kdyz ndhodné vygeneruji bod na svétle, tak se svételny
piispévek toho bodu musi vynasobit BRDF a na lesklém povrchu se paprsek mélokdy trefi do
laloku BRDF.

(a) Vzorkovéni BRDF (b) Vzorkovani svétel

Obrazek 2: Ukdzka vzorkovacich technik (Autor: Eric Veach)

8 Multiple importance sampling

Vzhledem k tomu, ze obé techniky selhdvaji na vzdjemné komplementarnich ptipadech, by bylo
dobré, kdyby bylo mozné je zkombinovat do jedné, kde by slabost jedné byla vyvéazena silou
druhé. Vysledky obou metod nemuzeme sé¢itat (vysledek by byl 2L, (z,w,)), potFebujeme tedy
néjaky vazeny prumér obou metod. Otédzka zni, jak korektné zvolit vdhy. Metoda MIS pouziva
vahy z&vislé na pdf vzorku a dodavé velmi dobré vysledky (viz. obrazek 2c).

Metoda Multiple Importance Sampling ma véhy zavislé na pdf vzorkt, minimalizuje rozptyl
kombinovaného estimatoru a mé témeér optimélni Feseni. Méjme n vzorkovacich technik (=hus-
tot pravdépodobnosti, protoze kazdé vzorkovan{ mé jednozna¢né uréenou pdf, s jakou vzorkuje),
p1(z), p2(x) ... pn(z), z kazdé pdf vybereme n; vzorku X;1,X;1...X; n, & spocitdme kombino-
vany estimator MIS podle nasledujiciho vzorce:

P Y X R ©)

Prvni suma iteruje pfes n vzorkovacich technik, druhé ptes vSechny vzorky z jednotlivych technik,
w; jsou kombinaéni vdhy jednotlivych vzorku a f/p je totéz, jako v klasickém Monte Carlo

i=1 " j=



n

estimatoru. Kombinovany estimdtor F' je nestranny, pokud Vz : > w;(x) = 1 (tj. pokud pro
i=1

vSechna x je soucet jejih vah roven jedné):

r= [ [g wz-<x>] fayde = [ s

8.1 Vyrovnana heuristika

Libovolné definovans sada vah, kterd se se¢te do 1 ndm tedy dava nestranny estimétor MIS. To
ale nestaci, chceme také minimalizovat rozptyl. Jako prvni feseni se nabizi aritmeticky prumér:
w; = 1/n, kterd v sobé spojuje to nejhorsi z obou technik a neni viitbec vhodny. Mnohem leps{
volba je vyrovnand heuristika, kde jsou vahy jednotlivych technik dany nasledujicim vzorcem:

() — n;pi(z)
1( ) ankpk(x)

Vyrovnand heuristika ndm tedy doda vahy, které muzeme dosadit do kombinovaného es-

timatoru:
rey 3 A

=1 j= 1ankpk )

kde je vidét, ze pfi vyrovnané heuristice hodnota piispévku libovolného vzorku X; ; k estimatoru
nezdvisi na tom, ze které vzorkovaci techniky byl vzorek pofizen (tato vlastnost je vyjddiena v
ndzvu heuristiky).

Vyrovnand heuristika je téméf optimalni, zadny jiny kombinovany estimédtor ve tvaru 2
nemuze mit rozptyl o mnoho mensi. Pro¢ funguje tak dobfe? V estimdtoru je f/p a pokud je
nékde p malé, tak jsou prispévky estimatoru na takovych mistech velké, ackoliv je to nevhodné
(to pfesné déld aritmeticky prumér [obrdzek 3b], protoZe s¢itd obé hustoty, které maji vahu 0.5 i
v mistech, kde jedna z nich mé velmi malé hodnoty). V kombinovaném estimatoru s vyrovnanou
heuristikou jsou ve jmenovateli vSechny hustoty a stac¢i, aby jejich soucet nesel k nule a prispévky
jsou v takovych mistech rozumnéjsi (obrézek 3c).

1) |
/ /() ; W
/ \ - 0.5
// \ / \\ 2 / p(¥)+ pa(x)
/ \ ,/" \\ |
\ [
/ /PN b2\ S
PN ] R,
- r \
0 1 s i k.
(a) Hustota pravdépodobnosti (b) Kombinovany estimdtor s (¢) Kombinovany estimétor s vy-
p1 a p2 aritmetickym priamérem rovnanou heuristikou

Obrazek 3: Vztah vah a vzorkovacich technik vzhledem k pfispévku kombinovaného estimatoru

8.2 Aplikace MIS na vypocet primého osvétleni

Vréatime se k vzorkovani svétla a BRDF, kde je pfi pouziti vyrovnané heuristiky velmi dulezité
si uvédomit, ze obé pravdépodobnosti musi mit stejnou doménu. Uniformni vzorkovéani plochy
svétla nemd z pohledu bodu z uniformni pdf. Pokud pouzijeme vzorkovani BRDF a svétel, tak



Obréazek 4: Pifspévky jednotlivych technik do vysledného obrazku. Vlevo: wy * BRDF. Vpravo:
we * vzorkovani zdroje

méme dvé vzorkovaci strategie p; a ps, necht obé pouzivaji stejny poéet vzorki n, v takovém
piipadé maji nasledujici vahy:
X B n - p1(w) B p1(w)
W (w) = =
n-pi(w) +n-pp(w)  pi(w) +p2(w)

Jak se spocitaji p; a p2? p1 je hustota vzorkovani podle BRDF a zavisi tedy na BRDF v bodé =,
napf. pro Lambertovskou BRDF p; (w) = %‘9’”. Uniformni vzorkovéni zdroje vypadd z pohledu
bodu x jako

_ 1z —ylP

~|A| cosé,

kde prvnf ¢len 1/|A] je tam kvali tomu, aby [ ps =1 (pdf je vSude mimo svétlo 0), vzdalenostn{
¢len ||z —y||? korekei vzdalenosti (pokud se svétlo dvakréat vzd4li, tak bude jeho plocha z pohledu
bodu 4x mensi a protoze pdf ps neni nula jen na svétle, tak musi myt vétsi hodnotu, aby integral
zustal 1) a cos 0, kvuli natoceni.

p2(z)

9 Pouziti MIS v path traceru

V kazdém bodé potiebujeme spocitat dva prispévky: primé a neptimé osvétleni. Na piimé
osvétleni pouzivame dvé vzorkovaci techniky — vzorkovani svétel a BRDF — které se spoji v
kombinovaném estimatoru. Protoze technika vysildni paprsku pro nepiimé osvétleni (vzorkovani
BRDF) je stejné, jako jedna z technik pro poé¢itani piimé, lze ”recyklovat” paprsek vyslany podle
vzorkovani BRDF pii vypoctu piimého osvétleni.

Pro vypocet osvétleni na bodé x vzdy vygeneruji dva paprsky — jeden vznikne tak, ze vygene-
ruji bod na povrchu svétla a spojim ho s bodem x a druhy vznikne tak, ze vyberu smér pomoci
BRDF a poslu paprsek tim smérem. Prvni paprsek bude pfispivat pouze na piimé osvétleni,
zatimco druhy bude pfispivat na piimé osvétleni (pokud se ndhodou strefi do svétla, coz nemusi
byt moc ¢asto, viz obrdzek 1b) a na nepfimé osvétleni, kde pfijimé svétlo od néjakého jiného
bodu ve scéné (coz muze obcas byt i zdroj svétla, protoze i na ten dopadd jiné svétlo).

Je potieba si uvédomit, ze MIS vahy se pouziji pouze u vypoctu primého osvétleni, protoze to
je pocitané pomoci kombinovaného estiméatoru dvou technik. Nepfimé osvétleni se pripocte celé.
Pii vypoctu MIS vah je potieba vzit v tvahu pravdépodobnost ukonéeni cesty (ruska ruleta)

Pokud se ve scéné vyskytuje vice svétel, je nékolik moznosti, jak se s tim vypotradat:

e Poslat stinovy paprsek ke kazdému zdroji svétla. Tento zpusob muze byt neprakticky pii
vys$$im poctu svétel (100+)



e Vybrat ndhodné jeden zdroj (idedlné pravdépodobnost podle vykonu) a na tom teprve
nédhodné vybrat bod y urcujici stinovy paprsek. Existuje dobréd heuristika, kdy tuto me-
todu pouzivam az po prvnim nelesklém odrazu, zatimco pro vSechny ostatni vrcholy cesty
pocitam piimé osvétleni od vSech zdroju svétla. Pravdépodobnost vybéru zdroje ovliviiuje
hustoty (a tedy i vahy) v MIS

Druhé technika (BRDF) je pfirozené nezménéna tim, kolik je ve scéné svétel. Ta vzdy vrhne
praveé jeden paprsek a zjisti, zda jste zasahli svétlo.

10 Osveétleni z mapy prostiredi

Mapa prostiedi je jenom jiny typ zdroje svétla, misto zdroje svétla ve scéné mame nekonecné
velkou kouli s obrazem kolem celé scény, ktera ji osvétluje. Tato technika je ¢asto pouzivédna ve
filmech a hrach. Mapu prostiedi lze na kouli rizné mapovat.

Pro pocitan{ osvétleni se u mapy prostiedi pouzivaji dvé techniky, vzorkovdni BRDF (generuje
paprsky podle BRDF bodu a pokud nezasdhnout zadny objekt, pouzije se intenzita definovana
koup{ mapy prostiedi) a vzorkovani podle dulezitosti, importance sampling (paprsky se generuji
podle toho, jakou intenzitu ma mapa prostfedi v daném sméru, napi. svétla obloha ma vysokou
intenzitu a tudiz i vysokou pravdépodobnost).

Mame dvé vzorkovaci techniky a proto lze pouzit MIS, kterd déva lepsi vysledek, nez indi-
vidualni pouziti technik.

Obrazek 5: EM pomoci BRDF (300 vzorku) Obrdzek 6: EM IS (300 vzorku) - leskly po-
techniky na difiznim povrchu. BRDF je vrch, protoze BRDF ma veliky lalok, tak se
konstantni a malokdy se strefi do svétla a vétsina vygenerovanych vzorku se netrefi do
tim vytvaii sum laloku

Obrazek 7: MIS (300 BRDF + 300 IS) na Obrazek 8: MIS (300 BRDF + 300 IS) na
diftizni povrch leskly povrch



11 Vlastnosti estimatoru

Rekneme, 7e estimétor je nestranng, pokud v priaméru déva spravnou veli¢inu (bez systematické
chyby):
EF|=Q

kde F je estimator veliciny @ (ndhodnd veli¢ina) a @ je odhadovang veli¢ina (napf. integrél).
Pokud estimdtor neni nestranny, tak je vychgleny (”biased”), kde systematickd chyba (bias) je
déna nasledujicim vztahem:

B = Q-E[F]
Mgjme estimdtor, ktery je funkei mnoha ndhodnych veli¢in (napf. v path traceru mame piispévky
cest), pak fekneme, ze je konzistentnd, pokud

Pr{ lim Fn(Xy,X2...X,) = Q} =1
N—oo

tj. pokud chyba Fn—@Q jde k nule s pravdépodobnosti 1. Konzistentnost a nestrannost se lisi,
napf. estimator, ktery osciluje kolem své stfedni hodnoty je nestranny, ale ne konzistentni.
Postacujici podminka konzistentnosti estimdtoru (mus{ platit obé rovnosti; nestaci, aby bias
Sel limitné k nule) je
lim B[Fy]= lim V[Fyn]=0
N—o0

N—o00

Stredni kvadratickd chyba (Mean Square Error):
MSE[F] = E[(F - Q)]
Plati, ze
MSE[F] = V[F] + B[F]?
Z toho vyplyvé, ze pokud je algoritmus nestranny, tak jedinym zdrojem chyby je rozptyl (M SE[F] =
V[F)). Rozptyl lze odhadnout ze vzorku Y;, nestranny estimator rozptylu:
N

=y (7 52) - (757)

Eficience (G¢innost) estimdtoru:
1
Fl= ———
1 = imrr

V[F] je rozptyl a T[F] je ¢as vypoCtu (napf. pocet operaci, pocet vrzenych paprski ¢ jind
metrika).

12 Zobrazovaci algoritmy

Zobrazovaci algoritmy jsou poc¢itany pomoci estimétori. Rizné algoritmy muzeme rozdélit podle
toho, jaké vlastnosti maji:

e Nestranné: path tracing, bidirectional path tracing, metropolis light transport
e Konzistentni: progresivni fotonové mapy

e Nekonzistentni, vychylené: nekonverguji ke spravnému vysledku, ale k nééemu ” hezkému” konverguji
rychleji, nez jiné algoritmy (=maji z principu chyby, ale uzivateli to nevadi). Fotonové mapy,
irradiance/radiance caching.



