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Rendering = Integrovani funkci

L (X, @,) = jLi (X, @) f.(X, 0 = @,)-cos6 da
H (x)

= Problémy

o Nespojitost integradu
(viditelnost)

o Témer libovolné hodnoty
integrandu (distribuce svétla,
BRDF)

o Slozith geometrie

Prichozi radiance
L.(x,»,) pro jeden
bod na podlaze.
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Historie Monte Carlo (MC)

= Vyvoj atomové bomby, Los Alamos 1940, John von
Neumann, Stanislav Ulam, Metropolis

= Rozvoj a aplikace metod od roku 1949
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Metoda Monte Carlo

= Simuluje se mnoho pripadu daného déje, napriklad:
o Neurony — vznik, zanik, srazky s atomy vodiku

o Ulohy hromadné obsluhy — chovani poéitacovych siti,
dopravni situace

o Sociologické a ekonomické modely — demografie, vyvoj
inflace, pojistovnictvi atd.
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Odbocka — Kvadraturni vzorce pro
numerické integrovani

= Obecny predpis v 1D:

f:imum

f integrand (1j. integrovana funkce)

n  rad kvadratury (j. pocet vzorkii integrandu)
uzlové body (tj. umisténi vzorki v oboru integralu)
f(x;) vzorky integrandu
vahy
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Odbocka — Kvadraturni vzorce pro
numerické integrovani

= Kvadraturni pravidla se 1i§i volbou uzlovych bodii x; a
vahami w,

o Obdélnikova metoda, Rovnobéznikova metoda,
Simpsonova metoda, Gaussovska kvadratura, ...

= Vzorky na integrac¢nim oboru (tj. uzlové body) jsou
rozmistény deterministicky

0 Jednoznaéné uréeny kvadraturnim pravidlem
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Kvadraturni vzorce pro vice dimenzi

= Obecny predpis pro integrovani fci vice proménnych:
A n n n
L= D wow o, F (X, X e X, )
=1 i,=1 i,=1

= Rychlost konvergence pro s-dimenzionalni integral je
O(N—l/s)

o Napr. pro dvojnasobne zpresnéni odhadu 3-rozmérného
integralu musime zvysit pocet vzorki 23 = 8 krat

= NepouZitelné pro vysokodimenzionalni integraly
o Dimenzionalni exploze
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Kvadraturni vzorce pro vice dimenzi

= Kvadraturni vzorce

o V1D lepsi presnost nez Monte Carlo
o Ve 2D srovnatelné s MC
0o Od 3D bude MC témeér vzdy lepsi

» Kvadraturni metody NEJSOU metody Monte Carlo!
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Monte Carlo integrovani

= Vzorky jsou rozmistény nahodné (nebo pseudonahodné)

= Konvergence: O(NV/2)
o Konvergence nezavisi na dimenzionalité

o Rychlejsi nez klasické kvadraturni vzorce pro 3 a vice
dimenzi

= Specidlni metody pro rozmisténi vzorku
o Quasi-Monte Carlo, Randomized quasi-Monte Carlo
o Jesté rychlejsi konvergence nez MC
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Monte Carlo integrovani — shrnuti

= Vyhody
0 Jednoducha implementace

o Robustni reSeni pro rizné tvary domén a integrantt
o Efektivni pro vicerozmeérné integraly

= Nevyhody

o Relativné pomala konvergence — zmenseni statistické chyby
o polovinu vyzaduje zvétsit pocet vzorki étyrikrat
o Pro syntézu obrazu: obrazek obsahuje Sum
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Sum v obrazcich
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Nahodneé veli¢iny




Nahodna velicina

= X ...nahodna veli¢ina

= X nabyva riuznych hodnot s riiznou pravdépodobnosti
0 X ~px)
o RozloZeni pravdépodobnosti
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Diskrétni nahodna veli¢ina

Pravdépodobnostni funkce

v

= Kone¢na mnoZina hodnot x; (probability mass function)
S pravdépodobnosti p;
n pi 1T | R s
| | | S
piEPr(X:Xi)ZO Zpizl X. >
i—1
= Distribuéni funkce ] ostribuem funkee
(cumulative distribution |
function) B .
, | |
i S
P=Pr(X<x)=>p, P=1 o
1 )I( !
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Spojita nahodna velic¢ina

= Hustota pravdépodobnosti p(x)
(probability density function, pdf)

= Vid:

Pr(X e D)=J‘D p(x) dx

Pr(a< X <b)=[ p(t) ct
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Spojita nahodna velic¢ina

= Distribuc¢ni funkce P(x)
(cumulative distribution function, cdf)
V 1d:

P(x)=Pr(X <x)=[ p(t) dt

Pr(X =a)= j o(t) dt =0!
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Spojita nahodna velic¢ina

Pr. Rovnhomérné rozdéleni (uniform distribution)

Hustota
pravdépodobnosti
(pdf)

1
Distribuc¢ni
funkce (cdf) I

0

0 |
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Spojita nahodna velic¢ina

Gaussovské (normalni) rozdéleni

o o, | a2|_0.|2,—l ]
Hustota gl /I\\ oo oo
pravdépodobnosti =" N\ / \
(Pdf) s !
= /f/ . ‘\E\\\“““‘-
LI I I I "'X‘ T
i ozen— e
Distribuc¢ni 0 e // /// =
funkce (cdf) = / /f -
& -
[ ]
i I
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Stredni hodnota a rozptyl

= Stiredni hodnota (ocekavana hodnota, expected value)

E[X]zIDX p(x) dx
= Rozptyl (variance)
VIX]=E[(X -E[X])]
= E[X°-2XE[X]|+E[X]]
= E[X°|-E[X]

o Vlastnosti

VI X,1=Y VIX,] (pokudjsou X; nezévislé)

ViaX1=a"V[X]
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Transformace nahodné veli¢iny

Y = f(X)

= Yje nahodna veli¢ina

s Stredni hodnota Y

EfY]= jD f (x) p(x) dx

PG III NPGRO10) - J. Kfivanek 2012

20



Monte Carlo integrovani




Primarni estimator urcitého integralu

Odhadovany integral: | = JQ f (X) dx

Je-1i X ndhodna velicina s distribuci p(x), pak
Y = AX)/p(X) je tzv. primarni estimator integralu:

_y-"X)

p(X)

F

prim
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‘ Primarni estimator urcitého integralu

AX)

0 X 1
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Estimator a odhad

= Estimator je nahodna velidina
0 Vznikla transformaci jiné nadhodné veli¢iny

= Jeji realizace (hodnota) je konkrétni odhad
(estimate)
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Nestrannost obecného estimatoru

= Nestrannost estimatoru (obecné):

a ,,V prumeéru® estimator dava spravnou hodnotu
odhadované veliciny (bez systematické chyby)

E[F] = Q

7 N

/ N\

Estimator veliciny Q Odhadovan4 veli¢ina
(ndhodna velicina) (napf. integral)
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Nestrannost

Nas estimator F;,,

je nestrannym (unbiased) odhadem I

E[Fprim] = E[Y]

1
—y
b‘
—~~
>
N
®)
A~
>
~—
(@X
>
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‘ Rozptyl primarniho estimatoru

Méritkem kvality odhadu je jeho rozptyl
(nebo standardni odchylka):

V[Fprim]:U2 = E[YZ]_E[Y]2 :j f(();))z dX—|2

prim
Q

(pro nestranny odhad)

Pri vypoctu jediného vzorku je rozptyl vysledku
prilis velky!
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Sekundarni estimator integralu

= N nezavislych nahodnych velicin, Y; = AX)) / p(X))

=1 p

F, =

\_/

Z|H Z|H

/-\

= Sekundarni estimator je nestranny
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‘ Rozptyl sekundarniho estimatoru

VI[Fy]

I

<
1
Z |~
I'MZ

<
L 1

]
e
<

<

... std. chyba je YN-krat mensi!
(konvergence 1/VN)
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Vlastnosti estimatoru




Nestrannost obecného estimatoru

= Nestrannost estimatoru (obecné):

a ,,V prumeéru® estimator dava spravnou hodnotu
odhadované veliciny (bez systematické chyby)

E[F] = Q

7 N

/ N\

Estimator veliciny Q Odhadovan4 veli¢ina
(ndhodna velicina) (napf. integral)
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Vychylka (bias) obecného estimatoru

= Pokud
E[F]=Q

= pak estimator neni nestranny (je vychyleny, ,biased®).

= Systematicka chyba, bias

B=Q-E[F]
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Konzistence (obecného estimatoru)

= Uvazujme sekundarni estimator (N vzorku):

Fo = Fy (X, X, Xy)

= Estimator Fy je konzistentni pokud

Pv‘{ lim Fly = Q} = 1
N —00

tj. pokud chyba Fy — Q jde k nule s pravdépodobnosti 1.
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Konzistence (obecného estimatoru)

= Postacujici podminka pro konzistenci estimatoru:

lim S|Fy|] = lim V|Fy| = 0

N—oo N—00

|

bias

(1j. ne kazdy nestranny estimator je konzistentni)
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Zobrazovaci algoritmy

= Nestranné (unbiased)
o Sledovani cest (path tracing)
o Obousmérné sledovani cest (bidirectional path tracing)
o Metropolis light transport

= Konzistentni (consistent)
o Progresivni fotonové mapy (progressive photon mapping)

= Nekonzistentni, vychylené (biased)
o Fotonové mapy (photon mapping)
o Irradiance / radiance caching
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‘ Stredni kvadraticka chyba
(Mean Squared Error — MSE)

= Definice

= Plati

o Dukaz

MSE[F]

MSE[F]=E[(F -Q)’]

MSE[F]=V[F]+ B[FY

E((F - Q)"
(F — E[F])’] + 2E[F — E[F||(E[F] - Q) + (E[F] - Q)°
V:F] —I—F‘S[F]Q;
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‘ Stredni kvadraticka chyba
(Mean Squared Error — MSE)

= Pokud Fje nestranny, pak
MSE[F]=V]F]

tj. pro nestranny estimator je snazsi odhadnout chybu,
protoZe rozptyl estimatoru lze odhadnout ze vzorki Y;:

= Nestranny estimator rozptylu

¢ . 23

VIEy] = — : i)ﬁ : iy
EMT N )V & v Lt

\ ; i=1 )

M
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Ucéinnost estimatoru

= Pro nestranny estimator je aéinnost (eficience, angl.
efficiency) dana vztahem:

JqF] = ——

VIF|T[F]
/N

rozptyl ¢as vypoctu (pocet
operaci, napr. pocet
vrzenych paprskii)
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Metody snizeni rozptylu MC
estimatoru




Metody snizZzeni rozptylu

= Importance sampling (vzorkovani podle dulezitosti)
») Podle BRDF (nejcéastéjsi)
» Podle L. (pokud znamo: primé osvétleni)
0V syntéze obrazu je IS nejcastéji pouzivana metoda

= Ridici funkce (control variates)

= Lepsi rozlozeni vzorki
o Stratifikace
o quasi-Monte Carlo (QMC)
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Vzorkovani podle dulezitosti

m Nékteré ¢asti vzorkovaného intervalu jsou dulezitéjsi,
protoZe zde ma f vétsi hodnotu
0 Vzorky z téchto oblasti maji vetsi vliv na vysledek

= Vzorkovani podle duilezitosti (“importance
sampling”) umistuje vzorky prednostné do takovych
oblasti

a Tj. pdf p je ,, podobna“ integrandu

= Mensi rozptyl pri zachovani nestrannosti
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Vzorkovani podle dulezitosti

bl

\/F\ f(x)

i

p(X)

0 X, XX, X, X, X; 1
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Ridici funkce

Funkce g(x), ktera aproximuje integrant a
dokazeme ji analyticky integrovat:

| :I f(x)dx = J[f(x)—g(x)]dx+jg(x)dx

/

numerické integrovani (MC)
mensi rozptyl nez f(x)

umime analyticky
integrovat



Transformace ridici funkeci

T(x)

g(x)

. =

Or—~
f(X)-g(XM N—




Ridici funkce vs. Importance sampling

= Importance sampling

o Lepsi pokud se funkce, podle niZ umime vzorkovat,
vyskytuje v integrantu jako multiplikativni ¢len (rovnice
odrazu, zobrazovaci rovnice).

= Ridici funkee
o Lepsi pokud se funkce, kterou umime analyticky integrovat,
vyskytuje v integrantu jako aditivni ¢len.

= Proto v se v syntéze obrazu témer vidy pouziva
importance sampling.
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LepsSi rozmisténi vzorku

= Privybéru mnoziny nezavislych vzorki se stejnou
hustotou pravdépodobnosti dochazi ke shlukovani
o velky rozptyl odhadu

= LepSi rozmisténi vzorkil = integracni oblast je
pravidelné€ji pokryta

0 snizeni rozptylu

= Metody
0 Vzorkovani po ¢astech (stratifikace, stratified sampling)
o quasi-Monte Carlo (QMC)
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Vzorkovani po castech

= Interval se rozde€li na ¢asti, které se odhaduji samostatné

Sx)

N\

0

X
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Vzorkovani po castech

Rozdéleni intervalu Q2 na N Casti Q;:

_[ X) dx = Zj X) dx = ZI

9) 1=l o

Estimator:

N
Istratzﬁzf(xi)i Xi EQi
i=1




Vzorkovani po castech

= Potlacuje shlukovani vzorku

= Redukuje rozptyl odhadu

o Rozptyl mensi nebo roven rozptylu sekundarniho
estimatoru

= Velmi ¢inné pro nizkou dimenzi integrantu
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Rozklad intervalu na éasti

® uniformni rozklad intervalu (0,1)
0 prirozena metoda pro zcela neznamou funkci f

B zname-li alespon priblizné prubéh funkce f, snazime se
o takovy rozklad, aby byl rozptyl funkce na subintervalech
co nejmensi

B rozklad d-rozmérného intervalu vede na N vypoéti
QO uspornegjsi metodou je vzorkovani “N veézi”



Metody Quasi Monte Carlo (QMC)

= Pouziti striktné deterministickych sekvenci misto
nahodnych cisel

= VSe funguje jako v MC, diikazy se ale nemohou opirat o
statistiku (nic neni nahodné)

= Pouzité sekvence cisel s nizkou dikrepanci (low-
discrepancy sequences)



Diskrepance

W

0e

04

0zp

Random points

High Discrepancy
(clusters of points)

0e

First 100 Hakon points of base (2. 3)
T T

06k s

04 |y

02 «

L 1 & 1 L e
1] 02 04 06 0e

Low Discrepancy
(more uniform)




Defining discrepancy

= s-dimensional “brick” function:

1if0 < z); <wv,0<zlp <va,...,0 <zly <o,
L(z) =

() otherwise.

= True volume of the “brick” function:
V(A) =TI, vj

s MC estimate of the volume of the “brick”:

number of sample points that
total number of sample points actually fell inside the “brick”




Discrepancy

= Discrepancy (of a point sequence) is the maximum
possible error of the MC quadrature of the “brick”
function over all possible brick shapes:

m(A
D*(z1,2Z>,...ZN) = Sup | ()
A j\

0 serves as a measure of the uniformity of a point set

- V()

o must converge to zero as N -> infty
o the lower the better (cf. Koksma-Hlawka Inequality)



Koksma-Hlawka inequality

= Koksma-Hlawka inequality variation® of f

/

/

z;)| < Vi - D" (21,22,...2N)

/f ) dz —

I} M;

o the KH inequality only applies to f with finite variation
o QMC can still be applied even if the variation of f is infinite



Van der Corput Sequence

= b ... base, must be relative prime (2,3,5,7,....)

= radical inverse
dp: Ny — QnJ0,1)

f:i%mykédMWZEQMWH
J=0 j=0



Van der Corput Sequence (base 2)

i | bmary form of¢ | radical inverse | H;

1 1 0.1 0.5

2 10 0.01 0.25
3 11 0.11 0.75
4 100 0.001 0.125
5 101 0.101 0.625
6 110 0.011 0.375
7 111 0.111 0.875

= point placed in the middle of the interval
= then the interval is divided in half

= has low-discrepancy

Table credit: Laszlo Szirmay-Kalos



Van der Corput Sequence (base b)

double RadicalInverse (const int Base, int 1)

{

double Digit, Radical, Inverse;

Digit = Radical = 1.0 / (double) Base;

Inverse = 0.0;

while (1)

{
Inverse += Digit * (double) (i % Base);
Digit *= Radical;
1 /= Base;

}

return Inverse;



Radical inversion based points in
higher dimension

Halton sequence X; := (®p, (i)....,Pp (i) where b; is the i-th prime number

Hammersley point set x; := (i-‘bm (1);--- P, (f))

n

Image credit: Alexander Keller



Transformace nahodnych cisel

Halton

Hammersley

Image credit: Alexander Keller




Ukazka vysledku pro MC a QMC

Monte Carlo
(230s)

padded
Hammersley
(202s)

Image credit: Alexander Keller



‘ Stratified sampling

10 cest na pixel

Henrik Wann Jensen



Quasi-Monte Carlo

10 cest na pixel

Henrik Wann Jensen



Fixni nahodna sekvence

10 cest na pixel

Henrik Wann Jensen



Metody Quasi Monte Carlo (QMC)

= Nevyhody QMC:

0V obrazku mohou vzniknout viditelné ,,vzory“ (misto Sumu
v MC)



