Reprezentace funkce a sférické
harmonicke

Aproximace funkce

V této kapitole se budeme zabyvat tim, jak aproximovat funkci kone¢nou mnozinou realnych Cisel a jak
tuto dovednost vyuzit pfi vypoctu globdlniho osvétleni scény z mapy prostredi v redlném case. Pfi
renderingu obrazk( osvétlenych mapou prostredi (tzv. Environment Map - zkr. EM) ¢asto narazime na
¢asovou narocnost vypoctu osvétleni na povrchu scény, zejména u difuznich ploch, kde je tfeba
integrovat svétlo dopadajici z EM pres celou hemisféru. Jednim ze zpUsobd, jak sniZit pocet operaci
spojenych s osvétlenim mapou prostiedi je prdvé zmenseni poctu vstupnich dat (zde mame na mysli
pravé mapu prostredi ) pfi co nejvétsim zachovani informace, tedy vhodnou aproximaci. Aproximovanou
funkci (EM) pak vyjadiime ve formé nékolika (relativné) malo redlnych Cisel. V takovéto reprezentaci
budeme pfimo provadét vypocet osvétleni na povrchu scény, tudiz dosdhneme znacného omezeni (dle
aproximace) poctu potiebnych operaci. Napf. pokud se mi povede mapu prostredi o velikosti v fadech
megapixell reprezentovat vektorem o velikosti 3 realnych cisel pfi zachovani kvality osvétleni, dostanu
fadovou Usporu pfi praci v takové reprezentaci.

Plati, Ze kazdou L2 integrovatelnou funkci lze zapsat jako linedrni kombinaci néjakych bazovych funkci.
Tedy :
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Kde c; jsou koeficienty a B; jsou dané bazove funkce.

Typickym pfikladem takovéhoto zapisu funkce je TaylorQv rozvoj. Pokud omezime pocet sc¢itancl této
sumy na pocet mensi (budeme tedy scitat pouze prvnich n scitancd) bude se jednat o aproximaci
puvodni funkce G (x). Tato vlastnost neplati pouze u Taylorovy fady, ale je obecnou vlastnosti takovéto
reprezentace funkce. Mnoho systém (Taylor, Fourier, wavlet, ... ) je navrieno tak, aby nékolik malo
prvnich koeficientl neslo co nejvice informaci (tj. aby aproximace byla co nejpodobnéjsi plivodni
funkci)® o dané funkci. Toho pravé ¢asto vyuZivaji metody komprese, aproximace nebo jen fidké
reprezentace. V takovych ptipadech Ize tedy reprezentovat danou funkci pouze jednim vektorem o délce
n, jehoz prvky jsou jednotlivé koeficienty. To samoziejmé plati pouze za podminky, Ze mame pevné
zvolené bdzové funkce. Pro nase Ucely zde budeme uvazovat pouze koeficienty redlné.

! Zde zaleZi na definici podobnosti (pF. vjemova u obrazovych dat, nebo vzdalenost v néjaké metrice pro funkce.)



Pro aproximaci libovolné funkce pomoci koeficientli bazovych funkci je nejprve téeba tyto koeficienty
najit. Koeficienty budeme znacit c; ; aproximovanou funkci G (x). Snadno nahlédneme, Ze pro zvolené
bazové funkce Ize hledané koeficienty najit pomoci minimalizace chyby (mezi vyjadfenim funkce pomoci
linedrni kombinace bazovych funkci a pavodni funkci G (x) ) v L, norme, tedy :
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E, = |[6(x) — X¢iBi(x)]“dx
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Kde E}, je celkova chyba, kterou jsme se aproximaci dopustili méfena v norme L,, G(x)je
origindlni funkce a Yc; B; (x) jeji aproximace.

Euler Lagrangeova rovnice nam fika, Ze podminkou pro nalezeni minima teto funkce je nulovost derivace
dle ¢;. Vztah Ize po zderivovani zapsat maticové jako :
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Kde: B = : : ;
<By|By> - <B,|B,>

c je vektor koeficient(;
G=[<G|B,> .. <G|B,>]"a

Vyraz < F|H > zna¢i skalarni souéin dany pfedpisem < F|H > = fI F(x)H(x)dx.

Ze vztah(l uvedenych vyse jiz snadno nahlédneme, Ze matice B zavisi pouze na zvolenych bazovych
funkcich B; a vlibec nezavisi na G (x). Lze tedy matici B predpocitat dopredu pro danou bazi.

Hledané koeficienty c¢; tedy snadno nalezneme pomoci: ¢ = B~1G. Zde by se nam ale velmi hodilo, aby
nami zvolené baze byla ortonormalni. Ortonormalni baze maji totiz tu hezkou vlastnost, Ze jeji jednotlivé
slozky jsou na sebe navzajem kolmé. To mimo jiné znamen3, Ze skalarni soucin libovolnych dvou
navzajem raznych bazi je vidy roven nule. Tedy:
_¢lli=j
< BilB; >= {0} jinax
VysSe uvedeny vztah hledani koeficientl Ize tak v pfipadé ortonormalni baze zjednodusit na: ¢ = G, ¢imz

se nam hledani velmi zjednodusi. Pro usnadnéni prace v takovémto systému jesté uvedeme nasledujici
dllezity vztah:
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Pozn. Integral [ B;B;dx se v poslednim kroku proméni v Kroneckerovu delta funkci.

Tento vztah vlastné znamena, Ze pro ortonormalni bazicky systém je integral soucinu dvou funkci roven
skalarnimu soucinu koeficientu jejich bazickych funkci. Tato vlastnost se nam bude velmi hodit, protoze
rovnice odrazu na povrchu je pravé v takovémto tvaru.

VysSe popsané vlastnosti jsou natolik dlleZité, Ze je nadale zbytecné uvaZovat jiné neZ ortonormalni
bazové systémy.



Sférické harmonické funkce

Prikladem ortonormalniho bazového systému jsou sférické harmonické funkce (SH). Sférické harmonické
funkce jsou ortogonalni feSeni Uhlové ¢asti Laplaceovy rovnice vyjadrend ve sférickém soufadném
systému. Jednotlivé funkce se obvykle znaci

Y1 (6, @), piipadne Y; (0, @), kdei = 1(1 + 1) + m,
t2.l=20me< =, +1l >

Parametry [ a m jsou celociselné proménné znacici stupen resp. rad reseného Lagrageova
polynomu. Jejich skuteény vyznam vsak neni pro nasi potfebu podstatny.

Parametry (6, @) znadi Ghel ve sférickém soufadném systému.

V podstaté se ale jedna o soubor bazickych funkci definovanych na povrchu jednotkové koule. Obrazek
nize poslouzi pro obecnou predstavu, jak tyto baze vypadaji. Vzorce SH funkci jsou dostupné v literature
a my je zde uvadét nebudeme.
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Pomoci téchto harmonik budeme aproximovat funkci G (6, ¢) zplsobem zminénym v predchozi
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Pro ucely vypoctu globalniho osvétleni budeme sférické harmonické pouZivat pro aproximaci osvétleni z
mapy prostredi. V nasi tloze se nam bude jednat o urychleni vypoctu irradiance lambertovského
povrchu osvétleného mapou prostiedi. Tato je pfi zanedbani stind pouze funkci normaly povrchu a
ni¢eho jiného. Jedna se tedy o funkci definovanou na povrchu jednotkové koule a jako takovou ji
mUiZeme reprezentovat pravé pomoci koeficient SH.



Realtime vypocet osvétleni z mapy prostiedi.

Sférické harmonické

Vypocet globalniho osvétleni z mapy prostredi je snadny pro idedlné odrazivé povrchy, ale pro matné az
lambertovské plochy je tfeba integrovat z mapy prostiedi pres celou hemisféru uréenou normalou na
povrchu. JelikoZ je tento vypocet pamétoveé i casové naroény, budeme se jej snazit zjednodusit pomoci
aproximace vypoctu irradiance povrchu nékolika mala redlnymi koeficienty. Pri zanedbani stinl plati, jak
bylo zminéno v minulé kapitole, Ze vypocet irradiance na povrchu osvétleném mapou prostredi je pouze
funkci normaly a lze jej tedy vyjadrit pomoci koeficientl sférickych harmonickych funkci.

Dale vyjdeme z toho, Ze osvétleni lambertovskych povrch( z mapy prostredi je ekvivalentni odrazu a
rozmazani mapy prostredi a Ize jej tedy analyticky zapsat pomoci koeficient( SH jako:

Eym = ALy,

Kde Ej,,, jsou koeficienty rozmazané (prefiltrované) mapa prostredi; A4, je low-pass filtr a L, je
mapa prostredi vyjadiena pomoci koeficientl SH:

Lim = | EM(@)Yy(@)dw = SEM; Y (w)Aif,
kde EM znaci mapu prostredi, Y;,,, jsou bazove funkce SH ;

Nutno poznamenat, Ze pro 1>3 se A; velmi blizi nule, a plati tedy, Ze aproximace mapy prostrdi
prvnimi tremi koefifienty je pro vypocet irradiance lambertovskych povrchl zcela dostacuijici.

Realtime rendering

Pfi renderingu je tfeba vyhodnocovat dotazy pro radianci pfichazejici z daného sméru. Jelikoz pouzivame
pro osvétleni reprezentaci pomoci sférickych harmonickych funkci, vyhodnoceni dotazu lze zapsat
nasledovné:

E(n) = YEimYim(w)

Kde Ej,,, jsou pravé koeficienty SH reprezentujici irradianci z mapy prostfedi na povrchu scény a Y, jsou
prislusné bazové funkce. V nasem pripadé, pfi pouziti low-pass filtru popsaného vyse, tj. pouziti
koeficientl pouze do fadu 3 Ize vztah prepsat nasledujicim zplsobem:
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Sférické harmonické funkce do rfadu 3 jsou maximalné kvadratickymi polynomy kartézskych soufadnic
sméru normaly. ProtozZe plati, Ze vSechny nejvyse kvadratické polynomy Ize popsat pomoci kvadratické
formy v homogennich soufadnicich Ize uvedeny vztah obecné pfepsat ve formé:

E(n) = ntMn

Kde matici M Ize predpoocitat dopredu.

Pocitani s obecnou BRDF
AZ doposud jsme se zabyvali vypoctem osvétleni na lambertovském povrchu, kde plati, Ze odchozi
radiance neni zavisla na sméru pohledu.

Pokud bychom chtéli pouZit aproximace pomoci sférickych harmonickych funkci na povrchy s obecnou
BRDF, pak vyuZijeme toho, Ze pro zafixovany odchozi smér je i BRDF funkci definovanou na sfére. Lze ji
tedy pro kazdy smér opét reprezentovat pomoci SH zplsobem popsanym v predchozi kapitole. Na rozdil
od lambertovskych povrchl nam zde zcela jisté nepostaci reprezentovat EM pomoci pouhych tfi
koeficient(. Jejich pocet bude zaviset na lesklosti povrchu (intuitivné Ize fici, Ze odraz od povrchu bude
méné rozmazan —> vétsi detail —> vice koeficientll). Vypocet odrazu lze pro urychleni vypoctu zapsat jako
skalarni soucin koeficientu SH jak jsme si ukazali v prvni ¢asti lekce.

L,(w,) = JLi(a)i)BRDF(a)i,a)o)cos(Hi)da)i = [ EM.BRDF
Q

Pro vyuZiti SH je tedy pro danou BRDF tieba predpocitat koeficienty SH pro vSechny odchozi sméry
paprsku (s vyuZitim rotacni invariance u izotop. povrchu) a tuto informaci uchovat napfiklad v texture.
Pro tento ucel pouZijeme nejlépe parabolické mapovani (viz obr.).



Ukdzka parabolického mapovani textury na sféru.

Problémem tohoto pfistupu ale je, Ze mapa prostredi je typicky definovdna v globalnim souradném
systému, na rozdil od BRDF, kterd je naopak definovana v soufadném systému lokdlnim. Regenim je
aplikace rotace pfi vypoctu odrazu tak aby byla EM pfevedena do sourfadného systému povrchu, nebo
naopak. Zde lze vyuzit toho, ze SH jsou uzaviené na rotaci a vypocet této rotace lze tedy jednoduse
reprezentovat maticovym soucinem.
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