Pocitacova grafika I1I —
Zobrazovaci rovnice a jeji reSeni:
Path tracing

Jaroslav Krivanek, MFF UK
Jaroslav.Krivanek@mff.cuni.cz



mailto:Jaroslav.Krivanek@mff.cuni.cz

image plane Li

Rovnice odrazu

= ,SecCteni” (integral) prispévkiu dL. pres celou hemistéru:

L (X, ®,) = ILi X,w) f.(X,0 > w,) -cos6 dw
H (x)

An

, Li(x, o;) emitovana rad.
0 /

L. (X,0,) =L, (X, @,)

I L (xe,)

/ \

celkova odchozi rad. odrazena rad.
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Od lokalniho odrazu ke globalnimu
Sireni svétla
= Rovnice odrazu (lokalni odraz)

L(%0,) =L (X a)+ [LXxa)-f (X0 >, cos6 do
H (x)

= Odkud prichazi radiance Li(x, ;) ?
o Z ostatnich mist ve scéné !!!

Lo( I'(X, (Di)) _(Oi)

I'(X, (Di)

L (X, @) =L,(r(x, @), —®,) =
/f Li(X,COi)X/

Funkce vrzeni paprsku

(ray casting functloq,); I (NPGRO10) - J. Kfivanek 2012 3




Od lokalniho odrazu ke globalnimu
sireni svétla

» Dosazeni za L; do rovnice odrazu

L (X,0,) =L, (X, @,)

+ L @), —@)- f.(x, 0 > o,)-c0s6, do
H (x)

= Prichozi radiance L; vyloucena.

» Odchozi radiance L, popsana jako funkce L jinde ve
scéne.

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012 4



Zobrazovaci rovnice —
Rendering equation

s QOdstranéni indexu ,,0“ u odchozi radiance:

L (X’a)o) — Le (X’ a)o)

+ [L(r(x @), —o)-f,(x, 0, > @,)-c0s6, do
H (x)

= Popis ustaleného stavu = energetické rovnovahy ve
scéné.

= Rendering = vypocet L(x,0,) pro mista viditelna pres
pixely.
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Rovnice odrazu vs.
zobrazovaci rovnice

Podobny tvar — jiny vyznam

Lo (%, @,) = L (%, @,) +

o @) (X & > @,)-c0s 6, deo

= Rovnice odrazu (reflection equation)
o popisuje lokalni odraz svétla v jednom misté

o Integral, pomoci néhoz Ize spoéitat odchozi radianci
z prichozi radiance v daném bodé

L(x,®,) = L (X, a)o)+jH(X) L(r(x, @), — @) f.(X, & = @,)-c0s 6, dw,

= Zobrazovaci rovnice (rendering equation)
o Podminka na globalni rozloZeni svétla ve scéné

0 Integralni rovnice — neznama L vlevo i vpravo 6




Rendering Equation — Kajiya 1986

A

Figure 6. A sample image. All objects are neutral grey. Color on the objects
is due to caustics from the green glass balls and color bleeding from the base

polygon.
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Kompletni formulace problému

= Dano
o M ... plocha, geometrie scény
= r(x, ®) ... funkce vrzeni paprsku
= V(x,Yy) ... funkce viditelnosti
o L(x, ®) ...emitovana radiance (zdroje svétla)
0 f(x, o, ®,) ... BRDF (material povrchi)
= Cil
0 Vypocitat hodnotu radiance v ustaleném stavu pro mnozinu

bodil x,, x,, ..., X,, na M s prislusnymi smeéry o, ,, ®

(Do,n

= Abstraktni matematicky problém
o Nyni uz zadna fyzika, jen matematika a algoritmy

0,19 V0,29 ***»
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Smeérova a plosna forma ZR




Zobrazovaci rovnice — Smery vs
plochy

= Uhlova forma: integral pfes sméry

L(X,w,) =L, (X,®,)
+ IL(r(X, @), —w) T.(X, o > w,) cosb do,
H (x)

= Substituce:

cos @

r2

dow =dA
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Zobrazovaci rovnice — thly vs plochy

= PloSna forma: integral pres plochy scény

M

L (X’ a)o) — Le(x’a)o)
+jL(y—>x)- f.(y >X=>0,) G(xoy)VXoy)dA

/

povrch scény

G(X©y)=

A viditelnost
geometricky €len  ;  yviditelnézx
COS Hx . COS ‘9y O... Jlnak

x=y[
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Integral pres sméry

Scitani prispévki svétla do bodu ze vSech sméru
Pro kazdy smeér najdu nejblizsi plochu
Implementace ve stochastickém sledovani paprsku:

o Pro dané misto x, generuj nahodné smeéry, pro kazdy najdi
nejblizsi prisecik, v ném spocitej odchozi radianci. To vSe
secti pres vSechny vygenerované nahodné sméry.

Typické pouZziti: vypocet neprimého osvétleni v bodé
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Integral pres plochy

Scitani prispévki svétla do bodu z ploch scény
Prispévek zapocitan pouze pokud je plocha viditelna
Implementace ve stochastickém sledovani paprsku:

o Generuj nahodné mista y na geometrii. Pro kazdé otestuj

viditelnost mezi x a y. Pokud viditelné, pricti k osvétleni v x

odchozi radianci z y vazenou geometrickym faktorem.

Typické pouziti: vipocet primého osvétleni v bodé
(ploSné zdroje svétla)
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Zpusoby reseni zobrazovaci rovnice

= Lokalni osvétleni (OpenGL)
o vypocet integralu odrazu pro bodové zdroje svétla
o bodové zdroje: integral -> suma
o Neposkytuje ustalenou radianci, neni reSenim ZR

= Metoda kone¢nych prvku (radiaé¢ni metoda,
radiozita), [Goral, ’84]

o diskretizace plochy scény (kone¢né prvky)
o zanedbava smérovost odrazu
0 nezobrazuje lesklé odrazy svétla
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Zpusoby rreseni ZR

= Sledovani paprsku (ray tracing) [Whitted, ‘80]

0 pouze primé osvétleni na lesklych a diftizni plochach a
neprimé osveétleni pouze na idealné zrcadlovych plochach
(odraz, lom)

o nepostihuje neprimé osvétleni na diftiznich a lesklych
plochach, mékké stiny, ...

= Distribuované sledovani paprsku [Cook, '84]

o odhad lokalniho integralu metodou Monte Carlo
0 pocitad mekké odrazy, stiny, hloubku ostrosti, ..
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Zpusoby rreseni ZR

= Sledovani cest (Path tracing) [Kajiya, ‘86]
o TeSeni zobrazovaci rovnice metodou Monte Carlo
o vypocet nahodné cesty (“nahodné prochazky”)
0 postihuje neprimé osvétleni vyssich radu

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012
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Od zobrazovaci rovnice k
radiaéni metodeé




Od zobrazovaci rovnice k radiozite

= Formulace ZR pomoci integralu pres plochy:

L(X, ) =L.(X, ®,)+
jM Ly = X)- f,(y > X = @,)-G(X <> y) -V (x <> y) dA
= Radiozita — predpoklady

o Pouze diftzni plochy (BRDF konstantni v o, a ®,)
o Elementy plochy maji konstantni radiozitu
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Od zobrazovaci rovnice k radiozite

= Pouze diftzni plochy
o BRDF konstantni v o; a o,

L(x, @,) = L, (X, w)+p(x)jL(y—>x) G(X > y)-V (x> y) dA

0 Odchozi radiance je nezavisla na o a je rovna radiozité B
déleno n

G(XVy)V(Xeoy)
T

Y

G'(x<y)
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Od zobrazovaci rovnice k radiozite

= Konstantni radiozita B prispivajicich ploSnych
elementi

B(¥) = B,(x)+ p(x)- X B;- [G' (x> y)dA |

\ J
Y

radiozita j-tého elemetu \

geometricky faktor mezi
ploSkou j a bodem x

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012
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Od zobrazovaci rovnice k radiozite

= Konstantni radiozita elementu i pirijimajiciho svétlo:

o Stredni hodnota (,,prumér®) radiozity pres plochu elementu

1
B =—1|B dA =
. A{‘X)A

=B,; + o i iJ‘_“G'()“_))’) dA, ; dA,;
' 'A\ A A

J

~

Fij ... konfiguracni faktor
Jform factor®) 5

PG III NPGRO10) - J. KfivaneR



Klasicka radiozitni rovnice

= Soustava linearnich rovnic

N
B, = Be,i T+ 0 ’ZBj'Fij

=1

= Konfiguracni faktory

F, =i”G'(xey) dA, ; dA,,
A A A

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012



Radia¢éni metoda

= Klasicka radiozita
0 Vypocet konfiguraénich faktori (Monte Carlo, hemicube, ...)
o ReSeni radiozitni rovnice (Gathering, Shooting, ...)

= Stochasticka radiozita
0 Obchazi explicitni vypocet konfigura¢nich faktoru
o Metoda Monte Carlo

= Neprakticka, nepouziva se v praxi
o Rozdéleni na plosky -> citlivost na kvalitu modelu
0 Vysoké pameétové naroky, Naro¢na implementace
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Vyjadreni ZR pomoci
integralniho operatoru




‘ ZR je integralni rovnice

Obecny tvar Fredholmovy integralni rovnice druhého druhu

£00) Elg(0) + e, X )f (2

neznama fce znamé fce yJjadro“ rce

Zobrazovaci rovnice:

L(x, @, )=, (x, @)+ ﬂL(r(x, @), — o F. (X, o —>a)o)-cos61 do

H (X)
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‘ Linearni operatory

= Linearni operatory pusobi na funkce
o jako matice na vektory

n(x) = (Lo f)(x)
= Plsobeni je linearni
Lo(af +bg)=a(Lo f)+b(Log)

= Priklady linearnich operatort

(K o )(x) = [ k(x,x) f(x") dx’
(Do ) =L ()
X

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012
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Transportni operator

(ToL)(X, @,) = jH(X) L(X, @) f, (X, 0, — @,)-c0os 6, do,

Zobrazovacl rovnice

L=L,

Tol

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012
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ReSeni ZR v operatorovém tvaru

s Zobrazovaci rovnice

L=L,+ToL
s Formalni reseni
(I -T)eL=L,
L=l —T)_1 oL,

= Vv praxi nepouzitelné — inverzi nelze explicitné
vyjadrit
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Expanze zobrazovaci rovnice

s Rekurzivni substituce L

L=L +TL
=L, +T(L, +TL)
=L +TL +T°L

= n-nasobnym opakovanim vznikne Neumannova rada

L:Zn:TiLe+T”+1L
i1=0

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012
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Expanze zobrazovaci rovnice

= Pokud je T kontrakce (1j. || 7| < 1, v ZR plati), pak

imT"L =0

N—o0

= ResSeni zobrazovaci rovnice je pak dano

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012
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Jiné odvozeni Neumannovy rady

= Formalni reSeni zobrazovaci rovnice
. -1
L=(1-T) o Le

= Plati
(I-T) " =1+T+T°+..
u Dﬁkaz
(I-To(I=-T)'=(1=-T)o(I +T+T%+..)
=(1+T+T°+..)—(T+T°+T°+..)
= |

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012
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Postupné aproximace

= Kazda aplikace T odpovida jednomu odrazu & prenosu
svétla

L=L +TL +T°L +T°L, +...
f

emise z povrch neprime osvétleni

zdrojtt prvniho radu
(one-bounce indirect)

pi/'imé vV / / \"4 1 /
stlent neprime osvetleni
OSVE druhého ¥ad
OpenGL stinovani (two-bounce indirect)
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Zobrazovaci rovnice — Kajiya 1986

= L: Ustalena zar
= L,: Emitovana zar
= T: Operator prenosu & odrazu svétla

ToL)(X @) =] LYy —>X)-f.(y >X—>a,)-Gy <>X) dA,

J. Kiivanek — Syntéza realistického obrazu:
Algoritmy a pouzitelnost



Zobrazovaci rovnice — Kajiya 1986

= ReSeni: Neumannova rada

L = L +TL +T° L +T°L, +...

-E

nek — Syntéza realistického obrazu:
Alg tmy pouzitelnost




Postupné aproximace
L Tol,

L. +Tol, L +TL +T°L,

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012
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Kontraktivita T

= Plati pro fyzikalné korektni modely
0 Vyplyva ze zachovani energie

= Znamena, Ze opakované aplikace operatoru snizuji
energii (odrazivosti vSech ploch jsou < 1)

= Scény s velmi lesklymi povrchy
0 odrazivost blizka 1

o konvergence vyzaduje simulovat vétsSi mnozstvi odrazii
svétla nez v diftiznich scénach

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012
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Ceho jsme tim dosahli?

= Nahradili jsme integralni rovnici radou integrali s
postupné rostouci dimenzionalitou

= Numericky vyhodnocovat integraly umime (metoda
Monte Carlo) -> umime reSit zobrazovaci rovnici ->
umime renderovat obrazky, hura!

= Rekurzivni aplikace T odpovida rekurzivnimu sledovani
paprsku od kamery

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012
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‘ Co to tedy vlastné pocitame?

L(X, ®,) =L, (X, ®,)+

e(y—>x)- f.(y >X—>a,) GX<y) V(X y)dA +

[l L@ —>y[fz—>y>x)-6ly 2V o 2)]
fr(y—)X—)a)o)G(X(—)y)V(X(_)y)]dA\/dAZ n

mM L, (2 — z)...dA dAdA,
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‘ Cesty vs. rekurze: Otazka interpretace

= Nezavislé cesty ve vysokodimenzionalnim prostoru

L=L +TL +T°L +T°L, +...

= Rekurzivni reSeni dvojnych integralu pres (hemi)sféru:

L=L +T(L, +T(L, +T(L,+...

PG III NPGRO10) - J. Kfivanek 2011 39



Rekurzivni interpretace

= Uhlova formulace ZR

L(X, @)=L, (X, @)+ jL(r(x, @), - @) f (X, @ @ ) cos6 do'
H (x)
= Pro vypocet L(x, ®,) potfebuji spocitat L(r(x, ®’), —®’)
pro vSechny smeéry ’ okolo bodu x.
= Pro vypocet kazdého L(r(x, ®’), —®»’) potrebuji spocitat
L(r(r(x, ®), —»”), —®’) pro vSechny sméry o” okolo bodu
r(x, )

(r(x,0), ®)
s Atd... => rekurze RO O

r(x, o)
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Path tracing, v. O

getLi (x, ®):
y = traceRay(x, w)

return
Le(y, —o) + // emitted radiance
Lr (y, —w) // reflected radiance
Lr(x, ):

»’ = genUniformRandomDir( n(x) )
return © * brdf(x, w, ®’) * rayRadianceEst(x, »’)
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‘ Path tracing, v. 2012

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012




Zaver

= Potrebujeme nastroj pro numerické integrovani
0 Pres hemisféru
o Pres plochy

o A pres Kartézské souciny predchoziho
= Mnohodimenzionalni integraly

= Nastroj
o Monte Carlo metody

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012
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Sledovani cest (Path tracing, Kajiyva86)

= Pouze jeden sekundarni paprsek
.. Nahodny vybér interakce (idealni lom, diftizni odraz, ...)
».  Importance sampling podle vybrané interakce

= Primé osvétleni
o Doufej, Ze ndhodné vygenerovany paprsek trefi zdroj, anebo
0 Vyber ndhodné jeden vzorek na jednom zdroji svétla

= Trasuj stovky cest pres kazdy pixel a zprumeéruj vysledek
= Vyhoda: Zzadna exploze poctu paprsku kvili rekurzi

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012 44



Sledovani cest od kamery

renderImage ()

{

for all pixels

{
Color pixelCol = (0,0,0);
for k = 1 to N
{
wk := ndhodny smér skrz k-ty pixel
pixelCol += getLi (camPos, wk)
}

return Lo / N

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012
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Path Tracing — Implicitni osvétleni

getli (x, w)
{
Color thrput = (1,1,1)
Color accum = (0,0,0)
while (1)
{
hit = NearestIntersect(x, w)
if no intersection
return accum + thrput * bgRadiance(x, w)
if isOnLightSource (hit)
accum += thrput * Le(hit.pos, -w)
p = reflectance (hit.pos, -w)

if rand() < p // russian roulette - survive (reflect)
wi := SampleDir (hit)
thrput *= fr(hit.pos, wi, -w) * dot(hit.n, wi) / (p*pdf(wi))
X := hit.pos
W = Wi
else // absorb
break;

}

return accum;
} PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012 46



Ukonceni rekurze — Ruska ruleta

= Pokracuj v rekurzi s pravdépodobnosti g

= Uprav vahu faktorem 1 / g

_|Y/q pokud& <q
10 jinak

E[Z]=——+ =LY 0 =E[Y]
q q-1

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012
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s, Vv Y s, A%
‘ Vybér nahodného sméru — Importance
[ J
et x, W) Sampling
{
Color thrput = (1,1,1)
Color accum = (0,0,0)
while (1)
{
hit = NearestIntersect(x, w)
if no intersection
return accum + thrput * bgRadiance(x, w)
if isOnLightSource (hit)
accum += thrput * Le(hit.pos, -w)
p = reflectance (hit.pos, -w)

if rand() < p // russian roulette - survive (reflect)
wi := SampleDir (hit)
thrput *= fr(hit.pos, wi, -w) * dot(hit.n, wi) / (p * pdf(wi)}
X := hit.pos
W = Wi
else // absorb
break;

}

return accum;
} PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012 48



Vybér nahodného sméru — Importance
Sampling
= Obydejné vzorkujeme s hustotou ,,co nejpodobnéjsi*
soucinu

f(o®;, ®,) cos 6,

o Idealné bychom chtéli vzorkovat podle
Li(®) f.(®;, ®,) cos 0;,

ale to neumime, protoze nezname L;

» Co kdyz bude hustota presné€ tmeérna f.(o;, ®,) cos 6, ?

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012 49



s<Idealni“ BRDF Importance Sampling

p(@,) o 1. (0 —> @,)-cos O

= Normalizace (integral pdf musi byt = 1)

f (0. > w,)-cos 6.

Pler) = j'fr(a)i — w,)-C0S 6. dw,

H (x)

/

odrazivost p

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012
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,2<Jdealni“ BRDF IS v Path Traceru

= Obecna hustota (pdf)

= ,Idealni” BRDF importance sampling

p(@) = f, (&, > @,)-c0s6, | p

PG III (NPGRO10) - . Kfivanek 2012 51



Pravdépodobnost preziti cesty

getli (x, w)
{
Color thrput = (1,1,1)
Color accum = (0,0,0)
while (1)
{
hit = NearestIntersect(x, w)
if no intersection
return accum + thrput * bgRadiance(x, w)
if isOnLightSource (hit)
accum += thrput * Le(hit.pos, -w)

p = reflectance (hit.pos, -w)

ifl rand() < p|// russian roulette - survive (reflect)
wi := SampleDir (hit)
thrput *= fr(hit.pos, wi, -w) * dot(hit.n, wi) / |(p|* p(wi))
X := hit.pos
W = Wi
else // absorb
break;

}

return accum;
} PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012 52



Pravdépodobnost preziti cesty

= Pouziti odrazivosti p jako p-nosti preziti dava smysl
o Pokud plocha odrazi jen 30% energie,
pokracujeme pouze s 30% pravdépodobnosti.

= Co kdyZ neumim spocitat p ?
= Alternativa
.. Nejdrive vygeneruj nahodny smér podle p(,)
f (0 — w,)coso }
p(®,)
o Pro ,idealni“ BRDF IS stejné jako puvodni metoda

2.

qsurvival — mm{ 1’

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012
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Vypocet primeého osvétleni
pomoci MIS v path traceru




Multiple Importance Sampling
(Veach & Guibas, 95)

f(x)

PG III (NPGRO10) - J. Kiivanek 2012
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Vyrovnana heuristika (Balance heurist.)

= Vysledny estimator (po dosazeni vah)

mn; Xj)
h= > >‘ankpk(X i)

1=17=1

0 prispévek vzorku nezavisi na tom, ze které byl porizen
techniky (tj. pdf)
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Pouziti MIS v path traceru

= Pro kazdy vrchol cesty generované z kamery:

o Generovani explicitniho stinového paprsku pro techniku p,
(vzorkovani plochy zdroje)

o Sekundarni paprsek pro techniku p, (vzorkovani zdroje)
= Sdileny pro vypocet primeého i neprimeého osvétleni
= Pouze na primé osvétleni se aplikuje MIS vaha (neprimé
osvétleni se pripocte celé)

a Pri vypoctu MIS vah je potreba vzit v ivahu
pravdépodobnost ukonceni cesty (ruska ruleta)
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Vice zdroju svétla

= MozZnost 1:
o Stinovy paprsek pro nahodny bod na kazdém zdroji svétla

= MozZnost 2 (Casto lepsi):
o Nahodny vybér zdroje (s p-nosti podle vykonu)

o Stinovy paprsek k nahodné vybranému bodu na vybraném
zdroji

= Pozor: Pravdépodobnost vybéru zdroje ovliviiuje hustoty
(a tedy 1 vahy) v MIS
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