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Opakovani

Pii renderingu se fe$i zobrazovaci rovnice, kterou jsme si odvo-
dili na minulé pfednédsce. Zobrazovaci rovnice popisuje ustdleny
stav, neboli energetickou rovnovahu svétla ve scéné€. Tato rovno-
védha plati pro vSechny redlné scény. Zobrazovaci rovnice je kom-
plexni matematickd formulace problému.

Tvary zobrazovaci rovnice

Plosny tvar

Lo(z,wo) = Le(x,wo)+

+/ Loy =) - friy > = wo) -Gl y) - V(z < y)dA,
M
Uhlovy tvar

Lg($7 wo) = Le($7 w0)+
+/ Lo(r(z,wi), —wi) - fr(z,wi = wo) - cos(6;) dw;,
H
kde r(x, w;) je prisecik paprsku z bodu x ve sméru w; se scénou.

Operatorovy tvar zobrazovaci rovnice

Zobrazovaci rovnici 1ze prepsat do tvaru
L=L.+TolL,

kde T je operator pienosu a L je rozloZeni radiance ve scéné v rov-
novazném stavu. Jedna aplikace operitoru 7' z jednoho rozloZeni
radiance ve scéné udéld jiné rozloZeni odpovidajici jednomu odrazu
svétla. Pokud uz se aplikovanim operdtoru 1" rozloZeni radiance ve
scéné neméni, dostali jsme se do pevného bodu, tedy k feSeni zob-
razovaci rovnice. Tento zdpis velmi zjednoduSuje celou rovnici a
umoziuje tak 1épe nahlédnout mozné zpiisoby feseni. Prvnim je re-
kurzivni feSeni. Druhym je integrovani pfes nezavislé cesty.

Reseni zobrazovaci rovnice

Zobrazovaci rovnici lze fe$it mnoha zpisoby. Napiiklad radiaéni
metodou, kterd ovSem vyuZiva urcité predpoklady, jako napiiklad,
Ze vSechny plochy jsou Lambertovské (maji konstantni brdf). For-
mélné je zobrazovaci rovnice integrdlni rovnici, kterou neumime
analyticky vyfeSit. Numerické hodnoty jednotlivych integrali v
nasi rovnici nelze dobie odhadovat pomoci kvadraturnich vzorcu,
z diivodu nespojitosti a vysokého rozsahu integrovancych funkei.
Kvadraturni vzorce navic nejsou uZite¢né pro vyssi dimenze, jeli-
koZz rychlost jejich konvergence zdvisi na dimenzi prostoru ve kte-
rém se integruje. Rychlost jejich konvergence lze vyjadrit jako

O(N™ %),

kde s je dimenze prostoru a N je pocet vzorkovacich bodi. Proto
tyto odhady budeme hledat metodou Monte Carlo, jejiZ rychlost
konvergence na dimenzi problému nezaleZ{ a kterou v nasledujicim
textu popiSeme.

Monte Carlo integrovani

Metody typu Monte Carlo jsou takové metody, které vyuZzivaji opa-
kovaného vzorkovani funkce v ndhodnych bodech, aby urcily vy-
sledek. Pfi pouZiti pro odhad hodnoty integralu funkce, vyhodno-
cujeme integrovanou funkci v ndhodnych bodech a snazime se z
téchto vzorkti odhadnout hodnotu vysledku. Rychlost konvergence
MC integrace zdvisi pouze na poCtu vzorku a je

Je tedy rychlej$i nez kvadraturni vzorce pro 3 a vice dimenzi.
Pfi pouZiti specidlnich metod pro rozmist'ovani vzorka lze rych-
lost konvergence jesté zvysit. Jde naptiklad o metody quazi-Monte
Carlo.
Mezi hlavni vyhody MC integrovani pati{

e Jednoduchd implementace,

e Robustni feSeni pro rizné tvary domén a integrantd,

e Efektivni pro vicerozmérné integraly.
Jeji nevyhody jsou

e Relativné pomald konvergence — zmenseni statistické chyby o
polovinu vyZaduje zvétsit pocet vzorku Ctyfikrat,

e Pro syntézu obrazu: obrazek obsahuje Sum.
Nahodné veli¢iny

Mgéjme pravdépodobnostni prostor (2, .4, P). Potom ndhodnd ve-
li¢ina je redlnd funkce

X :(Q,A) - (R',BY,

kde R' je mnoZina viech redlnych &isel a B* je mnoZina viech
borelovskych mnoZin v R'.

Distribu¢ni funkce F'x ndhodné veli€iny X je funkce
Fx(z) = P(X <z),

kde
{X<z}={weQ: X(w) <z}

Dals{ text jiz bude méné formdlni a vice intuitivni.

Diskrétni

Diskrétni ndhodné veliiny maji koneény pocet rtiznych hodnot,
které nabyvaji s urcitou pravdépodobnosti. RozloZen{ této pravdé-
podobnosti Ize zapsat pomoci pravdépodobnostni funkce (vzhle-
dem k diskrétnosti se jednd pouze o tabulku hodnot jejichZ soucet
se rovna 1).



Spojité

Pro spojité ndhodné veliCiny se misto pravdépodobnostni funkce
pouZivd hustota pravdépodobnosti p(x) (probability density
function, pdf), pro kterou plat{

P(X eD)= /p(m) dx.
D
Distribuéni funkce F'x (z) (cumulative distribution function, cdf)
se tedy vypocte jako

x

Fx(z)=P(X <z)= / p(t) dt.

—o0

Vlastnosti nahodné veli€iny

Mezi zdkladni vlastnosti ndhodnych veli€in patif stfedni hodnota a
rozptyl. M&jme ndhodnou veli¢inu X . Stfedni hodnotu E[X] defi-
nujeme jako

B[X] = / p(z) da.

Q

Rozptyl V[ X] definujeme jako
VIX] = E[(X - E[X])?).

Lze ukazat, ze

V[X] = E[X? - E[X]*.

Pro nezévislé ndhodné veli¢iny X plati, Ze

ZX] = Z VIXi].

14

Pro a € R plati, Ze
VieX] = a*V[X].

Mame-li funkci f, tak f(X) je téZ ndhodna veliina a plati, Ze

E[f(X)) = / F@)p(a) de.
Q

Estimatory obecné

Estimdtor je ndhodna veli¢ina, konstruovand za icelem odhadu né-
jaké veli¢iny, v naSem piipadg integrdlu dané funkce f(x). Estima-
tar je zpravidla definovan jako vhodnd transformace jiné ndhodné
veli¢iny. Realizaci (hodnotou) estimatoru je konkrétni odhad.

Nestranost estimatoru
Estimator je nestranny pokud jeho stfedni hodnota je skutecnd

odhadovand hodnota. Je-li ndhodnd veli¢ina F' estimator hodnoty
Q@ € R, tak estimdtor F’ je nestrany, jestlize

E[F] = Q.

Pokud estimdtor F' nenf nestrany tak hodnoté
B =Q— E[F]

fikdme vychylka (bias) estimatoru F'.

Konzistence estimatoru

Mime-li estimétor G tvaru

N
G=3F
odhadujici hodnotu Q € R, kde F; jsou nezédvaislé stejné rozdélené

ndhodné veliciny, pak G je konzistentni, jestlize

P(lim G=Q)=1.

N —o0

Postacujici podminka pro konzistenci estimétorou je

lim V[G] = 0.

N — oo

To znamend, Ze ne kazdy nestranny estimdtor je konzistentni. Pi-
kladem takového estimatoru mize byt ndhodna veli¢ina s nulovou
stfedni hodnotou a nekone¢nym rozptylem

Stiedni kvadraticka chyba estimatoru
Stfedni kvadraticka chyba estimatoru F" hodnoty @Q € R je defino-
vand jako

MSE[F] = E[(F - Q)*).
Z definice stfedni hodnoty 1ze snadno ukdzat, Ze plat{

MSE[F] = V[F] + B[F]>.
Pokud je F’ nestranny, tak S[F] = 0 a M S E[F] miZeme vypocitat
jako rozptyl F'. Pokud je F' stejného tvaru jako v piipadé estima-
toru, u kterého jsme definovali konzistentnost, tak M SE[F] mi-
Zeme odhadnout nestrannym vybérovym rozptylem z jednotlivych
vzorkd.
Uginnost estimatoru
Chceme-li pro nestranny estimdtor F' zachytit miru Gcinosti, kterd

bere v potaz dobu vypoctu a jeho chybu, tak miZeme ucinit napii-
klad ndsledovné

kde T'[F] je Cas vypoctu daného estimétoru.

Odhad integralu metodou Monte Carlo

Budeme odhadovat integral I funkce f definovany jako
I= / f(z)da.
Q

Primarni estimator

Primérni extimator F,;ipm integrdlu I definujeme vzorcem

Fprim = @

p(X)’

kde X je libovolnd ndhodn4 veli¢ina s hustotou pravdépodobnosti
p(z), pro kterou plati

Ve e Q: f(z) #0 = p(z) #0.



Nestrannost primarniho estimatoru

Nestrannost primdrniho estimdtoru plyne z jeho definice

@
E{Fpin] = / @) da =1

Rozptyl primarniho estimatoru
Rozptyl se pouzivd jako méfitko pro urceni chyby estimdtoru.

f

($)2 o — T2
o) 1

V[Fprin] = BlF2m] — ElFprim]® = /
Q

Pokud p(x) bude podobnd f(x) bude vysledny rozptyl maly.

Sekundarni estimator

JelikoZ pouZiti pouze jednoho vzorku v primdrnim estimdtoru ne-
zaruCuje dostatecné maly rozptyl odhadu, pouzivd se estimdtor

sekunddrni. Ten vyuZivd N nezdvislych ndhodnych veli¢in Y; =
f(X:)/p(X;) ajako vysledek se vezme jejich pramér, tedy:

1 N

Tento estimdtor je opét nestranny, jelikoZ plati:

J(Xi)
p(Xi)”

E[Fy] = E [% ZYZ} - % S B[] = %NI — 1

Z odvozeni nestranosti vidime, Ze hustota pravdépodobnosti obecné
nemusi byt identickd pro vSechny vzorky.

Rozptyl sekundarniho estimatoru

Pro rozptyl sekundarniho estimdtoru plati vztah

1
NN

Rozptyl je tedy ptimo umérny rozptylu primarniho estimatoru s ko-
eficientem 1/N. Standardni odchylka je definovdna jako odmoc-
nina z rozptylu a proto je pouze v/ IN-krat mensi.

1 1
VIFN] =V = WNV[Yi] = ﬁV[FPrim}'

Vzorkovani podle dulezitosti (Importance sampling)

Césti vzorkovaného intervalu, kde ma f vétsi hodnotu, jsou dileZi-
t&j$i, protoZe vzorky z téchto oblasti vice ovliviiuji vysledek. Vzor-
kovani podle dilezitosti umist'uje vzorky pfednostné do takovych
oblasti. Toho se docili tim, Ze pdf ze které se vybiraji vzorky bude
podobna integrandu. PouZitim vzorkovani podle dilezitosti Ize sni-
Zit rozptyl pfi zachovani nestrannosti.

Pokud bychom pouzili pdf pfimo dmémnou f(z), tedy bychom
méli

kde N je normalizacni faktor definovany jako

N= [ 1@ ds,
Q

ktery zajist'uje, Ze integral p(x) pres celou doménu je 1 a tedy, Ze
p(z) je hustota pravdépodobnosti. Rozptyl by pak byl nulovy, jak
je vidét z nésledujicich tprav.

[ f@)?

Q
:N/f(x)d:rfIQ: /f(x)dx Sy C)

dx—IQZ/f(x)~Ndx—[2:

BohuZel v praxi se takova pdf neda pouZit, protoze pro jeji kon-
strukci bychom potiebovali znat hodnotu integrélu, ktery se sna-
Zime spocitat.

Odhad integralu pomoci fidici funkce (Control Variate)

Jednou z moZnosti jak sniZit rozptyl odhadu je vyuZiti takzvané fi-
dici funkce g. DuleZité je aby tato funkce byla analyticky integro-
vatelna a zdroven aproximovala nami integrovanou funkci f.

1= [ s@de= [ (@)~ g@)do+ [ glade

Q Q Q
Pravy ¢len posledniho vyrazu umime zintegrovat analyticky a levy
Clen integrujeme numericky jako doposud. Vyhodou je to, Ze tim
jak funkce g aproximuje funkci f, tak jejich rozdil bude mit mensi
rozptyl. Tato metoda je 1épe pouZitelnd v pripadé, kdy se analyticky
integrovatelna funkce vyskytuje v integrované funkci jako aditivn{
¢len. To v syntéze obrazu bohuZel neplati a vyuZiva se proto téméft
vzdy importance sampling.

Vzorkovani po ¢astech (stratified sampling)

P1i hledan{ vzorkt pro odhad integrdlu dochazi v popsanych meto-
déch Casto k ndhodnému shlukovéni prvkd. Tyto shluky silné pfi-
spivaji k velikosti rozptylu. PopiSeme dvé metody snaZici se o po-
tlacen{ té€chto shlukd. Prvni z nich je pravé vzorkovani po Castech a
jak ndzev napovidd, tak prostor, pies ktery integrujeme, rozdélime
do disjunktnich ¢asti a odhad integrdlu budeme pocitat na téchto
podmnozinach. Vysledkem bude soucet odhadu integrald na téchto
podmnozinach. Tento piistup potlacuje shlukovani vzorkl a dé se
ukdzat, Ze rozptyl takového odhadu bude mensi nebo roven rozptylu
sekunddrniho estimdtoru se stejnym poétem vzorkl. Tento postup
je velmi G¢inny pro nizkou dimenzi prostoru, v kterém integrujeme.

Nejjednodussi moZnosti jak prostor rozdélit je uniformni rozklad.
Lepsich vysledk 1ze ale dosahnout, pokud budeme délenf volit tak,
aby rozptyl na jednotlivych ¢astech prostoru byl co nejmensi.

Metody Quasi Monte Carlo

Misto nahodného vzorkovéni se pouzivaji Cist¢ determenistické
metody volby vzorkd. Prezentované vysledky plati i pro QMC me-
tody, ale v dukazech nelze vyuzit statistiky. Determinismem se sna-
Zime odstranit nékteré vlastnosti nadhodnych vzorku, které ndm va-
dily a to predev§im shlukovéni. Z toho divodu zavddime pojem
diskrepance.

Nejdifve méjme funkci

- 1 pro0 < z1,...,0 < 2z
L(z) = { 0  jinak,

kde z € R®. Objem kvédru definovaného funkci L v A C R? je

V(A) = ‘Hujl



Vime, Ze Monte Carlo odhad objemu tohoto kvéadru je roven

(A
NZLZ’ :mT)7

kde N je pocet vzorkd, z; jsou jednotlivé vzorky a m(A) znali
pocet vzorkd, které spadly kvadru L. Diskrepance mnoziny bodi je
pak definovand jako maximdlni mozna chyba odhadu objemu pies
vSechny mozné kvadry v daném prostoru. Tedy diskrepance je

m(A)

D*(z1,...,2n) =sup |—— — V(A)‘.

N

Diskrepance slouzi jako mira uniformity dané mnoziny. Konverguje
k nule pro N — oo.

Existuje teoreticky odhad horni hranice chyby MC odhadu integralu
funkce, ktery je omezeny soucinem pravé diskrepance a variac{ in-
tegrované funkce. To je divod pro¢ se snaZime najit vzorkovaci
sekvence s co nejniZsi diskrepanci. Jedna ze sekvenci s nizkou dis-
krepanci je Van der Corputova a jeji rozsifeni do prostort s vyssi
dimenzi od Haltona nebo Hammersleyho.

Odhad irradiance

Nyni jiz zminime pouze nékolik piikladi vyuziti Monte Carlo in-
tegrace v pocitacové grafice. Pro vypocet irradiance v bodé x plati
ndsledujici rovnice:

E(x) =

L;i(z,w;) - cos 6; dw;,

kde H(x) je hemisféra nad bodem x.

Uniformni vzorkovani

P¥i uniformnim vzorkovani hemisféry mame p(w) =
estimdtor m4 pak tvar

1 , ,
5-- Vysledny

N
27
FN = ﬁ ;Li(awi,k) - COS Qi,k,

kde w; 1 je k-ty vygenerovany smér, 6; . je thel, ktery svird nor-
mdla v bodé = a smér w; k.

Vzorkovani dle cosinu

cos 0

Pro vzorkovéni dle funkce cosinus je tfeba pouzit p(w) = <=2,

Vysledny estimdtor md pak tvar

N

7

NZ (@, wi)
k

kde w; « je k-ty vygenerovany smér.
Vypocet osvétleni z jednoho zdroje svétla

P1i vypoétu osvétleni z jednoho zdroje svétla miZzeme pouZit obé
pfedchozi metody. V obou piipadech je L; bud’ nula nebo rovna
emitované radianci. V pripadé vyuziti uniformniho vzorkovéni se
generuje hodné vzorki a ndsobi se malym Cislem tam, kde je hod-
nota cos mald. Budeme tedy vzorky generovat pomoci hustoty
pravdépodobnosti imérné funkci cos, tim pouZijeme vzorkovani
dle cosinu. Obé metody budou v priméru dévat stejny vysledek.

Vysledek bude obsahovat mnoho Sumu, jelikoZ pravdépodobnost
trefeni svétla je velmi mald. Pro nékteré pixely se trefime, pro jiné
ne. Obé metody maji ale stejnou nevyhodu, a to, Ze generuji mnoho
vzorki, které se poté nasobi hodnotou 0, protoZe se netrefi svétlo.
To se ovSem nedéje pfi vzorkovani zdroje svétla

Vzorkovani zdroje svétla

Pfi vzorkovéni zdroje svétla vyuZijeme pro vypocet irradiance
plosny tvar zobrazovaci rovnice. Budeme tedy fesit rovnici:

E(z) = /ALe(y —z) -Gy <> ) - V(y ¢ z)dA,

kde y je bod na zdroji svétla a stied d A.

Budeme integrovat MC a vzorkovat uniformé plochu zdroje, p(y)
tedy bude rovno Ta7 @ vysedny estimdtor bude mit tvar:

Al
Fy = N';Lﬁ(yk =) Glyr <> x) - V(yx < z)dA

Ndhodné tedy vybereme y na zdroji svétla, z popisu scény ziskdme
radianci ve sméru x, otestujeme viditelnost a pfendsobime geome-
trickym faktorem. V priméru opét dostaneme stejny odhad jako v
predchozich 2 pifpadech. Ale mnozstvi Sumu bude mensi. Do to-
hoto pfistupu nejde jednoduse zabudovat cosinovy faktor. Nastésti
to tolik nevadyi, jelikoZ velikost primétu zdroje svétla na jednotko-
vou polokouli je mald a rozdil hodnot funkce cos pro rizné vzorky
na tomto zdroji je tedy zanedbatelny.

PFimé osvétleni na plose s obecnou BRDF

V tomto piipadé nds nezajima irradiance, ale odraZend radiance.
Opét se pouzije vzorkovani zdroje svétla. Odhadujeme integral:

Lo(z,wo) = /M Le(y = z) fr(y = 2 = wo)-G(y < x)-V(y <> xz)dA,

Pro odhad tohoto integralu se pouZije estimator

N
| A
= W Z (Yo = ) fr(ye = T = wo)-G(yr <> )V (yx <> )
k=1

Nepfimé osvétleni na ploSe s obecnou BRDF

Chceme ziskat odchozi svétlo, coZ je integrdl pfichoziho svétla ze
vSech smérd. Odhadujeme integral:

Lf,"d(m,wo) = Ly (r(z,w:),
H(x)
kde L, je odrazené svétlo ze vzorce Lo, = L+ L v bodé r(z,w;),

r(x,w;) je bod, kde paprsek z bodu = ve sméru w; protne scénu.
Odpovidajici estimator tedy je

_wi)'fr($7 wi — wo)~cos(9i) dw,

Mz

d
Lm (z,wo) =

1 P(wi,k)
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