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Monte Carlo integrace

1
Odhadovany integral: | = I f( x) dx
0

Predpoklad: f( x) eLz( 0,1)

Je-11 € nahodné cislo s distribuci R(0,1), pak f(€) je
tzv. primarni odhad integralu:
<I>prim = f( F’)

Odhad je nestranny, nebot:

(.
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If(x) dx =1




Primarni odhad urcitého integralu

f(S)
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Rozptyl odhadu

Meéritkem kvality odhadu je jeho rozptyl
(nebo standardni odchylka):

VI im| = O 2im = j'f(x)-l dx = J'f(x) dx - I

(pro nestranny odhad)

Pri vypoctu jediného vzorku je rozptyl vysledku
prilis velky!
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Sekundarni odhad integralu

f(5,)/N

fE)N

f(f;:,,)l N """""""'",“%
0 ";;3 1
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Sekundarni odhad
Rozlozeni integralu na soucet N élenﬁ'

|=j:f(x)dx jﬁdx ZI

i=1 0

Sekundarni odhad integré1u°
N

Dsec = Z i/prim — Z f( i )

i=1

Sekundarni odhad je také nestranny.
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Rozptyl sekundarniho odhadu

1 11 N 12
1
G§9C=I"'I sz(x|) dX1...de—|2=
0 oL i=1 i

1
=1If2(x) dx—ll2 =
N N
0
G2,
_ —prim ... std. chyba je VN-krat mensi!
N (konvergence 1/\N)
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Vzorkovani po castech

¢ privybéru mnoziny nezavislych vzorki se stejnou
hustotou pravdépodobnosti dochazi ke shlukovani
— zbytecné velky rozptyl odhadu

= vzorkovani po c¢astech (“stratified sampling”)
— potlacuje shlukovani
— redukuje rozptyl odhadu

= interval se rozdéli na c¢asti, které se odhaduji
samostatné
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Vzorkovani po castech

W& | /-

G2 & & 1
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Vzorkovani po castech

Rozdé€leni intervalu (0,1) na N ¢asti A
1 N N
I=If(x) dx=ZIf(x) dx=ZIi
0 i=1 A i=1
Odhad integralu:

" 4 b prim = ;Zf( &), f&) €A

<I>strat
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Rozptyl vzorkovani po castech

N
cYstra Z _“
A.

2

Ndx; — I?

Ifz(x) dx — ZI2 62

... rozptyl nemiiZe byt vétsi nez
u sekundarniho odhadu!
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Rozklad intervalu na casti

¢ uniformni rozklad intervalu (0,1)
— prirozena metoda pro zcela neznamou funkci f
¢ zname-li alespon priblizné prubéh funkce f, snazime
se o takovy rozklad, aby byl rozptyl funkce na
subintervalech co nejmensi

+ rozklad d-rozmérného intervalu vede na N vypocti
— uspornéjsi metodou je vzorkovani “N vézi”
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Vzorkovani podle dilezitosti

¢ neékteré ¢asti vzorkovaného intervalu jsou dulezitéjsi,
protoze zde ma f vétsi hodnotu
— vzorky z téchto oblasti maji vétsi vliv na vysledek

= vzorkovani podle dulezitosti (“importance
sampling”) umistuje vzorky prednostné do takovych
oblasti

— vzorkovani je formalne rizeno funkei p(x) ... hustotou
pravdépodobnosti na daném intervalu

= mensi rozptyl pri zachovani nestrannosti
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Vzorkovani podle dulezZitosti

/ f(x)

N

0 & & & & & 1
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Vzorkovani podle dulezitosti

Uprava odhadovaného integralu:
1 1
I=If(x) dx=I Mp(x)dx
0 o A%

Ma-li ndhodna promeénna & rozdéleni s hustotou p(x),
odhadujeme integral | vyrazem:

_fg

(), |mp p( i‘,) (tento odhad je nestranny)
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Rozptyl vzorkovani podle dulezitosti

|mp _i :g(l)(()l:zp(x) dx — I

f2( x

J_l dx — |2

o P

Pokud se prubéh hustoty p(x) podoba integrované

funkeci f(x), odhadujeme integral funkce, ktera
ma mensi rozptyl nez f(x).

Il
ey
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Vlastnosti hustoty p(x)
* p(x)=0 a p(x)>0 tam, kde f(x) =0

* [p(x)dx =1

¢+ ]ze efektivné generovat vzorky s danou hustotou
pravdépodobnosti

— lze spocitat prislusnou distribucéni funkeci P(x) a

zinvertovat ji (P-1(x)) .
P(x) = [ o[t dt
0
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Prakticka implementace

Misto primého vybéru ndhodné proménné s hustotou

pravdépodobnosti p(x) bereme T s rovhomérnym
rozdélenim pravdépodobnosti a transformujeme ji:

Lk

f( P~
Odhad ma tedy tvar: p( p-1 ( ’c)

\ |

=_if(x) dx=J1 f(P‘1( t)) dP;:( t dt:-ij(::((tt})‘ dt
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Kombinované odhady
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Kombinace nékolika odhadu

Predpokladame n nadhodnych proménnych €., .. &
s hustotami pravdépodobnosti p,(x), .. p,(X).
Kombinovany odhad integralu bude mit tvar:

Voo = 251 1)

kde w,(x) jsou nezaporné vahoveé funkce.
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Nestrannost kombinovaného odhadu

n

comb

pi(xi) _

.‘1 wi(x )f( <) pi{ i) dx; =

_i 2 w;( x) |f{x] dXE'if(X) dx

Podminka pro _ _
vahoveé funkce: VX. 21 Wi( x) =1
i=
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Rozptyl kombinovaného odhadu

|3 [t o i
Gﬁomb = Z< 0_1 “““““““““““““““““““““““ 2 (=
=11 _!:Wi(xi) ;f();'?) pi(xi) dx;
=i :gn;v;i(;)()-f(x) dx—g ‘iwi(x) f{ x) dx

Monte Carlo 2019
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Aritmeticky prumér, maximum

Wi( x) = :1 <I>average - :g ;f(zl?)
w;( X _;1 pro pj( x) =maxj{ Pi x)}
i( ) B 0 jinde

Dinax = i; (Pi(&i) = maxj{ pj(gi)}) ?;f(z?) :0
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Vyrovnana heuristika

w; X| = Pi{ X | N fl&)
. Z;;pj(x) fon = ; Z] 1p,(§)

12

o2 _1 fz() x_n1 p,x) A dx
bal '[Z p,(x)d ;_[ pj(x)f( ) d

2 2
O comb 2 Obal
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Mochinna heuristika
p(x

2P

5 P& g
Z " o g)f(é.)

Zobecnéni: wi( x) —

B=1 .. vyrovnana, B =00 .. maximalni heuristika
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Transformace integrandu

Interpretace kombinac¢niho odhadu jako
transformace integrované funkece:

I—If(x) dx = ;_[w(x) f{x dx

Kombinace odhadii podle dilezitosti:
'/ ( P‘1( t))

I_Z I pI(P_1(t)) f(P‘_1(t)) at

i=1 ¢
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Jeden clen kombinovaného odhadu

n, http://cgg.ms.mff.cuni



Aritmeticky prumér

o5 1P 1Y)

P1( P1_1( t))

-
0 1
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Maximum

Pr(1)

Jat)

K/V\J

0 1

[p4(Y) > pa(t) 21:0]
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Vyrovnana heuristika

Py

P1(P1_1(f)) +P2:P1_1(t))

S

0 1
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Mochinna heuristika pro p=2

p{Pr(8) -qPr(8)

pi| Pr(1) +p3|Pr(1)

— "\

0 1
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Priklad z renderingu
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Priklad z renderingu
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Priklad z renderingu

Power heuristics
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Ridici funkce

Funkce g(x), ktera aproximuje integrand a
dokazeme ji analyticky zintegrovat:

I=if(x) dx=i[f(x) —g(x)] dx+_ig(x) dx =
=_:[[f(x) - dx|| dx+i=i[f(x) - dx +J| dx

Nestranny odhad: ~ (I)___ = f( c‘;) = q&) +J
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Transformace ridici funkci




Reseni integralnich rovnic

Fredholmova integralni rovnice druhého typu:

1
f{x =dx +I K(x,y) -f(_y)dy
A \ 0
\
neznama zname funkce

= metody koneénych prvku (vypocet celé funkce)
= metody Monte Carlo (lokalni vypocet)

Monte Carlo 2019
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Rekurzivni Monte Carlo odhad

Pravou stranu rovnice odhaduji stochasticky
s ridicimi hustotami pravdépodobnosti p,(x):

), =dx + K5

P1( &1) ] ]
-4 T (el e e

X, & &1,
=X+ ey 981 }:)(1(:;1)) Klz(gz)) 452+
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(0, -3 T8 e, | e

i=0 | 'j=1 pj( gj)

{€,, &,, &, --- } se nazyva Markovovsky retézec,
jestlize pravdeépodobnost p,(x) zavisi pouze na g,

Uspornéjsi funkcionalni zapis: f=g+TfF

Reseni (Neumannova fada): F= g+Tg+ T? g+..
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¢ pri odhadu nekone¢né Neumannovy rady se muize
spocitat jen konecny casteény soucet
— pevné dana délka posloupnosti zavadi do odhadu
systematickou chybu

= vhodné;jsi je metoda nahodného ukonceni vypoctu:
tzv. ruska ruleta

— odhad ziistava nestranny

= teoreticky se da tento postup aplikovat 1 na vypocet
jednotlivého integralu
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Ruska ruleta pro jeden integral

Transformace integralu:
P

I=jﬂﬁdx=jgﬂ9dt 0<P<1
0 0

Nestranny odhad s jednim nahodnym vzorkem:

Lt

0 jinak

pro £ <P

.

Monte Carlo 2019 © Josef Pelikan, http://cgg.ms.mff.cuni.cz/~pepca 41/ 54



Ruska ruleta pro integralni rovnice

f(x) JRuss;r = i K(?;, b ) d&), | Eo=x

i—0 | “j=1 P p,(?;)

{€,, E,, -.- £} je kone¢na nahodna prochazka,
protoze odhad (f(§,)) = 0.

Kazdy vzorek g, je vybiran s pravdépodobnosti P,
a s hustotou (pdf) p,(x).

Pokud nahodna proménna <,,,> P,,,, cely proces se
zastavi; jinak se vygeneruje &, (a prida se dalsi ¢len).
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Volba pravdépodobnosti

1
Ve fyzikalnich aplikacich je ¢asto: I K( X, y) dy < 1
0

Tehdy lze jadro K pouzit ke kostrukei tzv.
subkritického rozdeéleni pravdépodobnosti:

P =J1-K(§i_1,y) dy, P.(X) K(‘t:ol 1,x)

Odhad pak bude mit tvar: <f( x) >subcri ;= Z q é;l)
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Path Tracing - nahodna prochazka
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Path Tracing - sireni svetla
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A\ 4 "W 4

Odhad pristi udalosti

Predchozi odhad miva velky rozptyl (malo s¢itancu
je nenulovych). Lepsi vysledky dava metoda
odhadujici ¢len g(x) o jeden stupen presneji:

) = g +Hx

1

Hx) = [K(xy) -f{y) dy =

0

=jK(x’y) -d) dy+_‘1K(XaY) -Hy) dy

0 0
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Odhad pfisti udalosti

¢ prvni integral se odhaduje za pomoci pravde-
podobnosti s hustotou podobnou funkeci g(x)

— nahodna proménna ¢, s hustotou p,(x)

¢ druhy integral se odhaduje pomoci subkritické
hustoty pravdépodobnosti jadra K

— nahodna proménna &, s hustotou K(§, _,,x)/P,

e =
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Odhad pristi udalosti

Odhad funkce h:

) = 3 45

Odhad integralni rovnice:

<f( x) >nextev = dx) + g K( gi—l;i’éii)) Q‘ gi)
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NEE pro Path Tracing

Q‘E
TYR i3
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Light Tracing - Sifeni svétla

X,
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NEE pro Light Tracing
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Bidir PT - priklad

© 1995 Eric Veach,
Leonidas J. Guibas
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Konec

Dalsi informace:
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¢ M. Kalos, P. Whitlock: Monte Carlo Methods,
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