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Abstrakt. V ruznych oborech je potfeba pokryvat ¢ast roviny
nebo plochy souborem ndhodnych bodovych vzorku. Obvykle se
pozaduje, aby vzorky pokryvaly oblast nahodile, ale rovnomérné (¢i
s pfedem danou hustotou pravdépodobnosti), aby nebyly v souboru
na prvni pohled patrné zadné pravidelnosti ¢i vzory. Piispévek se
nejznaméjsi algoritmy, metodiku jejich porovndvani a hodnoceni
vysledku (diskrepance, spektrdlni analyza). Z aplikaci bude zminéno
vzorkovani pro Monte-Carlo integraci, rozmistovani objekti v inter-
aktivnich aplikacich, hrach nebo simulacich, algoritmy pro teckovani
(tupovéni) a pulténovani v tiskafstvi.

Kli¢ovd slova: vzorkovani, ndhodné rozmistovéni, jittering, Poissonovo
diskové vzorkovani, tupovani, pulténovani, Monte-Carlo integrace,
diskrepance, periodogram, Haltonova sekvence, Hammersley sekvence,
Lloyduv algoritmus, Mitchelluv algoritmus, kapacitné omezené vzor-
kovani.

1 Uvod

V mnoha oblastech pocitacové grafiky a aplikované geometrie se setkdvame
s potiebou umistit do néjaké oblasti mnozinu bodi nebo malych objektu
tak, aby soubor pokryval celou oblast, ale souc¢asné nesmi byt patrné zadné
rusivé pravidelnosti (viz obrazek 1). Pfi Monte-Carlo kvadratufe v oboru
syntézy obrazu (tzv. ,rendering®) ¢i v jinych oblastech numerické ma-
tematiky mohou byt kladeny podobné pozadavky na soubor bodovych
vzorki, zde je hlavni podminkou rovnomérnost pokryti dané oblasti.

Obrazek 1: Piilis ,divoké“, piilis pravidelné a uspokojivé rozlozeni.

V tomto pfispévku budeme studovat vlastnosti mnoha zndmych roz-
mistovacich (vzorkovacich) metod, zavedeme nékters objektivni kritéria



pro posuzovani kvality souboru vzorku a pomoci vlastnich implementaci
provedeme méfeni a zdvéreéné porovnani.

2 Motivace a aplikace

V této kapitole jesté podrobnéji rozebereme podminky a pozadavky kla-
dené na rozmistovaci algoritmy. V nékterych oblastech se pozaduje, aby
bylo rozlozeni vzorku fizeno néjakou hustotou pravdépodobnosti (vzorky
nejsou rozlozeny rovnomérné ve smyslu bézné uniformni metriky), viz
ukazky na obrazku 2. Piiklady takovych aplikaci:

e simulace maliiské techniky tupovéni (,,stippling), viz napf. [1]

e pulténovaci techniky v tiskafstvi, viz napt. [2] nebo [3]

e vzorkovéni podle dilezitosti (,importance sampling®) v Monte-Carlo
metoddch syntézy obrazu, viz napt. [4] nebo [5]

Obrazek 2: Konstantni hustota, hustota dand vzorcem nebo obrazkem.

Vycet nékolika dalsich aplika¢nich oblasti, kde mize nebo nemusi hrat
roli neuniformni hustota vzorkovani:

e simulace piirodnich jevi — riist kolonie bunék, rozmistovani stromt
a ketu, apod.

e obecnéji — napodobeni vysledku slozitych fyzikalnich procesu, kde
hraje roli vzdélenost sousednich vzorki, viz tieba obrazek 3

e vizudlné pifjemné rozmistovani objekt v architektuie, videohrach,
apod.

e generovani siti pro metody koneénych prvka (FEM)

Pro Monte-Carlo kvadraturu je dulezité, aby kazdy bod domény mél
Sanci byt vybran, pokud v ném samoziejmé ma hustota pravdépodobnosti
kladnou hodnotu. Z toho potom plyne nestrannost odhadu integrélu (,,un-
biased estimation“). Nékteré metody vzorkovani se tedy pro numeric-
kou integraci nehodi, zejména musime byt opatrni pii pouziti determi-
nistickych postupu.

Budeme-li se zabyvat estetickymi aspekty vzorkovani, v prvni radé
musime vylouéit vSechny rusivé prvky jako tfeba vyskyt néjakého vzoru



Obrézek 3: Povrchové napéti vody ovlivituje cilové rozmisténi kapek.

nebo opakovéani. Casto je nezadouci, aby vzorky tvorily shluky, to se do-
konce v nékterych aplika¢nich oblastech chdpe jako neptipustné (napiiklad
pii rozmistovani objektt nenulové velikosti se Zzadné dva objekty nesméji
prekryvat). Piiklady pii{jemné vypadajicich rozlozeni najdete napf. na ob-
razku 2.

Je obtizné matematicky definovat estetickd kritéria, presto se v pris-
pévku budeme snazit uvést nékolik nejpouzivanéjsich pravidel a metod
vyhodnocovani kvality vzorkovacich algoritmu. Néktera hodnotici kritéria
budou do jisté miry odrazet i estetickou stranku véci. Podrobnosti obsa-
huje nésledujici kapitola.

Zatim tedy bez dalstho upfesnéni piehled pozadovanych vlastnosti
nidhodného rozlozeni:

e Uplné pokryti zdrojové oblasti — ,kazdy bod mé Sanci“

e rovnomérné pokryti zdrojové oblasti (pfipadné dle dané hustoty
pravdépodobnosti)
absence pravidelnosti, viditelného systému nebo opakovani
dalsi podminky — estetika, minimalni vzdalenost vzorku, apod.

3 Hodnoceni kvality vzorkovani

Kapitola popisuje nékteré piistupy, jak objektivné posoudit kvalitu vzor-
kovaciho (rozmistovaciho) algoritmu. Pro jednoduchost se budeme zabyvat
pouze konstantni hustotou pravdépodobnosti, tj. rovnomérnym vzorkova-
nim. Metody se celkem snadno daji modifikovat i pro nerovnomeérnou
hustotu pravdépodobnosti.

3.1 Diskrepance

Rovnomeérnost pokryti zdrojové oblasti mnozinou vzorku je velmi dulezita
ve vétsiné aplikaci vzorkovani, intenzivné se zkoumala predev§im v nume-
rické matematice zabyvajici se Monte-Carlo integraci [6]. V pocitacové



grafice provedl P. Shirley prvni seridzni analyzy a ukazal piimou sou-
vislost nizké diskrepance vzorkovani s kvalitou (malym podilem Sumu)
pocitacové vytvarenych obrazka [7].

Pojem diskrepance zavedl S. K. Zaremba jako miru nerovnomeérnosti
pokryti jednotkového étverce [0,1]2 mnozinou bodovych vzorkii. Pocet
vzorku lezicich uvnitt obdélnika [0, a] x [0, b] oznacime n(a,b). Ocekdvany
pocet by se mél blizit hodnoté abN, kde N je pocet vzorku v celém ¢tverci.
Zaremba v [6] definoval diskrepanci DZ  jako supremum absolutni od-
chylky d(a,b) pfes vSechny mozné hodnoty a a b:

d(a,b) = ‘ab— "(7\;(3) ’

Dz = sup d(a,b)
a,be0,1]

Soucasné Zaremba upozornil na alternativni moznost definice diskrepance
pomoci stfedni kvadratické hodnoty misto suprema:

11
Dj = \// / d(a,b)?dadb
o Jo

V predchozich definicich maji vSechny obdélniky zafixovany jeden z vr-
cholt ve vrcholu ¢tverce. To zpusobuje nepfirozenou zavislost diskrepance
na orientaci vzorkovactho prostoru. Stroud v [8] navrhl pouzit vechny
mozné obdélniky s vodorovnymi a svislymi hranami. Vede to sice ke

dem k symetriim:

d(a,b,¢,d) = (a—c)(b—d)_w
N
Di = sup d(a,b,c,d)

a,belo0,1],0<c<a, 0<d<b

1 1 b pra
D; = \// / / / d(a,b,c,d)?dcdddadb
o Jo Jo Jo

Po zavedeni téchto pojmu a prokéazéni jejich souvislosti s malym rozpty-
lem Monte-Carlo odhadu integrali se mnoho matematiki snazilo navrho-
vat nové specidlni vzorkovaci sekvence, které maji malou diskrepanci [9].
Nékteré z nich ([10], [11], [12]) se velmi osvédéily a my je v kapitole 4
zahrneme do naSeho piehledu.




3.1.1 Vypocet a vizualizace diskrepance

Vypocet diskrepance podle definice muze byt znacéné neefektivni. Pro
vypotet Dy, forem diskrepance byly vyvinuty efektivni algoritmy ([13],
obecné viz [14]). Pro diskrepance se stfedni kvadratickou hodnotou je
v podstaté nutné prochazet danou mnozinu intervali. Zde poméhd diskre-
tizace prostoru a pouzivani metod dynamického programovani, napiiklad
souctovych tabulek (,Summed Area Table* viz [15]).

Pro vizuélni reprezentaci diskrepance konkrétniho souboru vzorku jsme
navrhli tzv. ,Debit-Credit* graf (DrCr). Kumulativné se pomoci dvou ba-
rev zvyraznuji regiony zdrojové oblasti, kde vzorky chybéji nebo naopak
které obsahuji vzorku prebytek. Viz obréazek 4.

Datové struktura DrCr muze rovnéz slouzit k optimalizaci dané sady
vzorki, algoritmus postaveny na tomto principu je v8ak zatim malo efek-
tivni.

Obrézek 4: Sada ndhodnych vzorku a DrCr vizualizace diskrepance.

3.2 Shluky

Nyni si dovolime malou odbocku dévajici odpovéd na ziejmou otdzku
»Jsou shluky pfirozenou vlastnosti ndhodnych rozdéleni?“. Pii pozorovani
souboru nezdvislych nahodnych vzorku, jaky je napiiklad zobrazen v levé
casti obrazku 1, nas prekvapi mnoho shluku a naopak pomérné velké ob-
lasti bez pokryti.

Je zajimavé, ze podobnymi pochybnostmi se lidé trapili jiz nékolik
stoleti v ruznych kontextech, od statistik imrti vojékiu dusledkem kopnuti
koném, pfes zkoumani mist dopadu némeckych raket V2 na Londyn za
druhé svétové valky, az v soucasnosti tieba k analyzam teroristickych
utoki nebo frekvencim piichodu pacienta do ordinace lékate. Tyto tlohy
jsou tak vyznamné, ze se nékdy odpovidajici Poissonovo rozdéleni nazyva
téz ,zékonem Fidkych udélosti* (,,Law of Rare Events®).

Pro analyzu vyskytu shluki muzeme pouzit rozdéleni oblasti na mnoz-
stvi stejné velkych intervalu. Jednotkovy ¢tverec napiiklad rozdélime na



w=0.5 dosazeno | teorie
P(X =0) 0.639 | 0.607
PX=1) 0.222 | 0.303
P(X >2) 0.139 | 0.090

Obrazek 5: Poissonovo rozdéleni pii vrhani sipek na ¢tvercovy terc.

K x K mensich ¢tvereckt a budeme zkoumat, jak se do malych ¢tverecku
budou vzorky umistovat. Piiklad typického vysledku pro K = 6 a pocet
vzorki N = 18 vidime na obrézku 18. Kazdy ¢tverecek ma pravdépodob-
nost zasahu nékterym vzorkem p = 0.5, avsak vice nez polovina vzorku
se sdruzila do dvojic a celych 23 ¢tverecku z 36 zustalo nezasazeno.

Nase intuice zde selhavéd, tento vysledek je totiz iplné v potfadku. Pii
ndhodném vybéru z rovnomérného rozdéleni maji pocty zdsahu jednot-
livych étverecku vyhovovat Poissonovu rozdéleni, pravy sloupec tabulky
obsahuje teoreticky spocitané hodnoty a ty skutec¢né dosazené se od nich
prilis nelisi.

3.3 Spektralni charakteristiky

Dalsim pouzivanym pfistupem pii vyhodnocovani kvality rozlozeni bo-
dovych vzorku je spektrélni analyza. Jednd se o zkouméni distribuce
vzdélenosti mezi jednotlivymi vzorky, hlavné mezi nejbliz§imi sousedy.
Chépeme-li mnozinu vzorku jako redlnou funkei se zdrojovou oblasti jako
defini¢nim oborem, muzeme piimo pouzit nékterou z populdrnich spek-
tralnich transformaci, nejcastéji Fourierovu transformaci. Tzv. ,power
spectrum® ukazuje, jak ¢asto se jednotlivé prostorové frekvence v signalu
vyskytuji a my budeme pracovat nejen pfimo s timto spektrem, ale i
s nékterymi odvozenymi charakteristikami.

Zajimavosti je, ze jiz A. Schuster v roce 1898 ([16]) pii zkoumén{
periodickych jeva navrhl tzv. ,periodogram®, coz je obdoba dnesniho
vykonového spektra.

Pfipomerime tivodem nékolik definic (¢dste¢né dle [17]). Mnozina vzor-
ku S ve 2D:

S = {sk }izr = {lon, il 1iss

Funkei rozlozen{ vzorku (konkrétni polohy N bodovych vzorku v roving)
oznacime s:

N
s(z,y) = Z&(x — Tk, Y — Yk)

k=1



kde 0 je Diractiv impuls (redlnd funkce nenulova jen v jednom bodé, majici
v8ak jednotkovy integral ptes cely definiéni obor). Fourierovu transformaci
této specialni funkce muzeme zjednodusit na

N
F(f) _ Ze—Qwi(f-sk)
k=1
kde f = [ fz, fy] je frekvenén{ vektor skaldrné ndsobeny s vektorem sou-

fadnic vzorku, obycejné se pocitaji celociselné nasobky ve vhodné zvolené
oblasti kolem poc¢atku (napiiklad f € [—255,255]2).

Pii frekvencnich analyzach se budeme zabyvat vgkonovym spektrem
P(f) (,power spectrum®, viz [2], [17]), které je definovdno jako druhd
mocnina absolutni hodnoty Fourierovy transformace

1 (& L ?
P(f) = [F()]” = (Z cos(2nf - Sk)) + ¥ <Z sin(2nf - sk)>
k=1

k=1

Piiklady vykonovych spekter jsou na obrazcich 6, 7 a 8. Uplné ndhodné
vzorkovéni (nezdvislé realizace ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozloze-
nim pravdépodobnosti) mé konstantn{ spektrum a fikd se mu ,,bily Sum®.

Obrazek 6: Pravidelny rastr a jeho spektrum.

Bily sum a pravidelny rastr jsou dva extrémy, které jsou v nasich
aplikacich nezadouci. Pfi zkoumdani vlastnosti pulténovacich algoritmu
v tiskafstvi si R. Ulichney ([2]) uvédomil, ze jsou velmi vyhodnd ta-
kova rozlozeni tecek, ve kterych se neuplatnuji rusivé nizké frekvence,
tj. pravidelnosti. Nazval tuto vlastnost modrym sumem (,blue noise“) a
charakterizoval ji absenci malych vzdalenosti mezi sousedy, viz pozdéji
v oddilu 4.8 uvadéné Poissonovo diskové vzorkovani. Spektralni charakte-
ristika modrého Sumu je jednoduchd — uprostied domény spektra (kolem
pocatku) se ma objevit kruhové oblast s nizkymi hodnotami, jak je patrné



Obrazek 7: Nahodilejs{ vzorkovani (,semi-jittering“) a jeho spektrum.

Obrézek 8: Kvalitn{ vzorkovani (,Mitchell“) a jeho spektrum.

tFeba ze spektra na obrazku 8. Dalsi zdroje studujici pulténovaci techniky
z pohledu spektra: [18], [19] (autofi dokonce provedli psychovizuélni stu-
dii, aby zjistili, které distribuce jsou pro lidské oko piijemné) nebo jesté
jednou [17].

Radially averaged Fourier: Lioyd, n=1024, res=256

>

Obrézek 9: Radidlné zprumérované spektrum (,,Lloyd“).

Ulichney ([2], [18]) déle navrhl radidlni transformaci spektra pro poho-
dlnéjsi zkoumani frekvenéniho rozlozeni v ptipadé 2D vzorkovani. Radidlné
prumérované spektrum a jeho rozptyl navrhuje pocitat diskrétné v pra-



videlné rozlozenych mezikruzich kolem pocatku soutadnic. Timto postu-
pem dostaneme dva grafy — rozlozeni frekvenci bez ohledu na prostorovou
orientaci a rozptyl hodnot charakterizujici uniformitu neboli invarianci
vzorkovaciho systému na otoceni.

Radially averaged Fourier: Mitchell, n=8192, res=512
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Obrazek 10: Frekvenéni analyza opatfend rozptylem (,Mitchell“).

Piiklad prvniho grafu pro pomeérné kvalitni rozlozeni s podilem mod-
rého Sumu (viz hodnoty kolem nuly) je na obrdzku 9. Analyza jiného
vzorkovani opatiena navic ¢ervenou kiivkou rozptylu je na obrazku 10.
Tak by mély vypadat vysledky spektralni analyzy kvalitniho rozlozeni.

V kapitole 5.2 budou uvedeny vysledky spektralni analyzy nékterych
vzorkovacich metod z nasledujicitho prehledu.

4 Piehled vzorkovacich metod

V piehledu populdrnich vzorkovacich metod (vyéty v hranatych zdvor-
kéch) budeme pouzivat nasledujici pojmy:
e _korektni“ — pokryva zdrojovou oblast, ,kazdy bod mé Sanci“
e _lze tidit hustotou“ — existuje varianta algoritmu, ve které jsou
vzorky generovany s danou vstupni hustotou pravdépodobnosti
e _lze paralelizovat® — algoritmus vypoc¢tu sady vzorkt lze snadno pa-
ralelizovat bez potfeby komunikace mezi jednotlivymi vypocetnimi
vlakny

4.1 Pravidelné vzorkovani

Jen pro tplnost zde uvddime moznost pokryti zdrojové oblasti pravidelnou
siti vzorku. Lze pouzit ¢tvercovou nebo hexagondlni soustavu, obé maji
podobné vlastnosti.

[neni korektni, je pravidelné, je deterministické, je jednoduché a rychlé,
lze paralelizovat, nelze jednoduse Fidit hustotou]

4.2 Nadhodné vzorkovani

Primérni vzorkovéni, je zdkladem mnoha dalsich algoritmi, ve statistice
se nékdy nazyva ,,Poissonovo vzorkovani“. Jedna se o nezavislé opakovdni



Obrézek 11: Pravidelné vzorkovani.

realizace dané ndhodné veli¢iny. V nejjednodussim piipadé se pouzivd
rozdéleni s rovnomérnou hustotou pravdépodobnosti R([0, 1]?). Jeho jedi-
nou vyznamnou nevyhodou je tvorba shluku vedouci k horsim spektralnim
vlastnostem a Spatné diskrepanci.

Obrézek 12: Ndhodné (nezavislé) vzorkovani.

[jednoduché a rychlé, korektni, 1ze ¥idit hustotou, lze paralelizovat, vytvaii
shluky]

4.3 Jittering (roztieseni)

Metoda se ve statistice nazyva ,vzorkovani po ¢astech® (,stratified sam-
pling“). Do pocitacové grafiky ji zavedl R. Cook a spol. ([20]). Vzorkovany
interval se nejprve rozdéli na stejné velké podintervaly a z kazdého z nich
se poté nezavisle ndhodné vybere jeden vzorek. Pro jednotkovy ¢tverec
je nejvyhodnéjsi rozdéleni na K x K mensich ¢tvercu, pocet vzorku tak
bude N = K?2.

Jittering snizuje rozptyl pii Monte-Carlo integraci a i v jinych oblas-
tech je oblibeny pro svoji jednoduchost a dobré vlastnosti. V podstaté se
d4 tici, ze se d4 vzdy nasadit misto ndhodného (Poissonova) vzorkovéni
a dava minimalné stejné dobré vysledky.



Obrazek 13: Jittering (roztieseni) s geometrickou ilustraci.

[jednoduché a rychlé, korektni, nelze jednoduse tidit hustotou, lze parale-

v

lizovat, nevytvaif shluky, dobrd diskrepance]

4.4 Semi-jittering

Tato metoda vychazi z jitteringu, u jejtho zrodu byla snaha jesté vic zredu-
kovat moznost shlukovani vzorku. Proto se vzorky vybiraji z mensich po-
dintervall, ¢ast zdrojové oblasti tedy zustane nepokryta. Muze mit ome-
zené pouziti v nékterych oblastech, nevede v8ak k nestrannym odhadum
pfi integraci.

Obrézek 14: Semi-jittering (poloviéni roztieseni) s geometrickou ilustraci.

[jednoduché a rychlé, neni korektni, nelze #idit hustotou, lze paralelizovat,
nevytvari shluky, je patrnd lehkd pravidelnost, slusnd diskrepance]

4.5 N vézi (,,N rooks*)

Metoda byla vyvinuta pro vzorkovan{ ve vicerozmeérnych prostorech (Cook
v [20] vzorkoval 9-rozmérny prostor, dalsi zminky viz [21] nebo [5]). Jed-
notlivé dimenze se vzorkuji nezdvisle pomoci jitteringu se stejnym poctem
vzorku v kazdé dimenzi. Vzorky se potom spoji ndhodnym zpusobem
(ndhodnou permutaci).



Obrazek 15: Vzorkovani ,N vézi“ s geometrickou ilustraci.

2D varianta se ptiléhavé nazyva ,,N vézi“, tim se vyjadiuje, ze v kazdém
fadku i sloupci se nachdzi pravé jeden vzorek. Postup umistovani vzorki
Ize téz chépat jako vzorkovani diagonalnich ¢tverecku nasledované nahod-

s vz

nou permutaci fadek tabulky.

[jednoduché a rychlé, korektni, nelze idit hustotou, lze paralelizovat, tro-
chu hors{ diskrepance]

4.6 Hammersley vzorkovani

Prvni ze zéstupcu deterministickych vzorkovani vychézi ze slavné van der
Corputovy posloupnosti [22], stejné jako napifklad Haltonova metoda. Ha-
mmersley vzorkovani jsme si vybrali pro jeho lepsi geometrické vlastnosti.

Obrézek 16: Hammersley vzorkovéani (b = 2).
Necht n je kladné piirozené &slo a b prvoéislo. ,,b-arni reprezentace® &isla
n je vyjadieni
n= Z dy(n) b*
k

(meze sc¢itdni budeme pro jednoduchost vynechévat). 0 < di(n) < b jsou

s w7

b-drnf cifry vyjadiujici ¢islo n. Definujme raciondln{ éislo 0 < gy(n) < 1



sumou

go(n) = dg(n) b=

k

Van der Corputova posloupnost { gy(n) }, vyplituje husté jednotkovy in-
terval [0,1], coz je dulezité pro vzorkovaci metody na této posloupnosti
zalozené. Slavna Haltonova posloupnost je definovand pro néjaka dvé ruznd
prvocisla (tteba by = 2 a by = 3) jako

{196, (n), gp, (n)] },,

Hammersley posloupnost mé jednodussi definici pomoci jediného prvocisla

(napf. b = 2) .
{[Fowm]},

Pripominame vzdélenou podobnost se vzorkovanim ,N vézi“, museli by-
chom jesté pfidat jittering v rozsahu malych intervalu 1/N.

[deterministické, vybornd diskrepance, velmi rychly vypocet, lze paraleli-
zovat, nelze f{dit hustotou, §patné spektrum]
4.7 Larcher-Pillichshammer vzorkovani

Dalsi deterministické vzorkovani v naSsem piehledu byva citovano jako
jedno z nejkvalitngjsich ve své tiide ([23], [24]).

Obrézek 17: Larcher-Pillichshammer vzorkovani.

Larcher s Pillichshammerem pouzili v [12] trochu jinym zpusobem
rozklad bindrniho ¢isla a definovali tak novou posloupnost. Pracujeme
s prvociselnym zékladem b = 2, ¢len di(n) je nahrazen souc¢tem bindrnich
jednicek modulo dva

L
Ipr(n) = (Z dz(n)> mod 2
i=k



Term Ipg(n) pouzijeme analogicky k definici ¢isla 0 < Ip(n) < 1
Ip(n) =Y Ipi(n)27"
k

a nakonec celé Larcher-Pillichshammer posloupnosti

],

Jako elegantni randomizaci autofi pouzivaji binarni operaci X OR faktoru
Ipk(n) s libovolnym bindrnim ¢islem (,,seminkem ndhody*“ seed). Formalné
je mozné napsat ndhodnou inicializaci jako tpravu definice pg(n):

L
Ipr(n) = (seedk + Z di(n)> mod 2
i=k

[deterministické, 1ze snadno randomizovat, vyborna diskrepance, velmi
rychly vypocet, 1ze paralelizovat, nelze f{dit hustotou, Spatné spektrum]

4.8 Poissonovo diskové vzorkovani

Vzorkovani inspirované prirodou — jednoduchy systém, jak se vyhnout
vzniku shluku, je omezit minimélni vzdélenost vzorku néjakou vhodnou
konstantou D (viz [25] nebo [21]). Takové vzorkovéani se nazyvéd Poisso-
novo diskové vzorkovdnd (,Poisson disk sampling) a uvedend podminka je
zakladem vzniku ,,modrého Sumu“, viz kapitolu 3.3. Podobnou distribuci
maji kolonie bunék zivych organismu, pro pocitacovou grafiku je zejména
zajimava shoda s rozlozenim svétlocivnych bunék na sitnici oka primétu.

Obrazek 18: Poissonovo diskové vzorkovani (D = 0.1) s geometrickou
ilustraci.

Soubor vzorku se generuje postupné, pokud by se novy vzorek piiblizil
k nékterému jiz existujicimu na vzdalenost mensi nez D, bude odmitnut
(této technice se obecné ikd ,rejection sampling®). Je trochu obti{zné



ur¢it predem konstantu D, kdyby totiz byla hodnota pftili§ velka, mohla
by zabranit nalezeni potifebného poctu vzorku.

Pii velkém N je potieba zvolit vhodnou efektivni implementaci, aby se
nemusela prochdzet vzdy celd sada vzorku pfi kontrole nového kandidata.
Piiklady datovych struktur viz [26].

[nepravidelné, ale pékné na pohled, dobra diskrepance, vyborné spektrum,
je korektni, nelze snadno paralelizovat, pomalejsi vypocet, lze Fidit husto-
tou, obtizné nastaven{ konstanty D]

4.9 Mitchelluv algoritmus

D. Mitchell si v [21] v&imal nevyhod béznych metod vypoctu Poisso-
nova diskového vzorkovani, zejména nutnosti spravné urcit konstantu D.
V mnohych situacich by se hodilo, kdybychom mohli sadu vzorku pocitat
postupné, a tak podle potfeby pokryti zdrojové oblasti zahusfovat. Byl
navrzen jednoduchy algoritmus, ktery nepotifebuje znat predem separacni
konstantu D a je schopen spoéitat jakkoli husty soubor vzorku (viz obré-
zek 20).

Obrézek 19: Vzorky vygenerované Mitchellovym algoritmem.

Metodé se téz tikd ,Mitchelluv algoritmus nejlepsitho kandidata® —
prvni vzorek vygenerujeme zcela ndhodné a dalsi pak podle indukéniho
kroku: jestlize jsme jiz prijali IV vzorku, tak ten NV 4 1. volime z mnoziny
nédhodné vygenerovanych KN kandiddtta {C,}, kde K > 5 je vhodnd
konstanta (Mitchell dokonce navrhuje K > 10). Do souboru pfijmeme
toho kandidata, ktery ma maximalni vzdalenost od mnoziny jiz ptijatych
vzorki {P;}, tj. pocitame argmax; min; |P; — Cjl.

Algoritmus m4 sice slozitost O(NN?), ale pomoc{ vhodnych datovych
struktur (& la [26]) jej 1ze zna¢né zrychlit. Je-li potfeba generovat vzorky
s nerovnomeérnou hustotou pravdépodobnosti, lze vypocet | P;—C;| snadno
upravit tak, ze pouzijeme neuniformni metriku indukovanou danou hus-
totou.

[nepravidelné, ale pékné na pohled, dobré diskrepance, vyborné spektrum,



Obrézek 20: Inkrementalni soubor: N = 10, N = 40, N = 160 a N = 640.

je korektni, nelze snadno paralelizovat, pomaly vypocet, 1ze Tidit hustotou,
dokéze generovat inkrementalni (postupné se zahustujici) soubor vzorki]

4.10 Lloyduv algoritmus

Lloydova metoda je de facto standardem vypoctu specidlniho Voroného
diagramu, jehoz generujici body tvoii soucasné tézisté svych bunék (, Cen-
troidal Voronoi Tesselation“, CVT).

Obrézek 21: Vzorky vygenerované konvergenci Lloydova algoritmu.

S. P. Lloyd svuj algoritmus vymyslel v Sedesatych letech pii odvozovani
optimélniho kvantovace a publikoval jej az v roce 1982 [27]. Od té doby se



metoda hojné pouzivd v ruznych oblastech zpracovani signédlu, designu,
pocitacové grafiky, analyzy obrazu, apod.

Naivn{ algoritmus (nazyvany téz nékdy ,iterativni Voronoi“) je velmi
piimocary: inicializuje sadu generujicich bodi ndhodné a spoc¢ita k nim
Voroného diagram. Potom dle potfeby opakuje krok, ve kterém posune
viechny generujici body do tézist svych bunék. CVT dostaneme pii tiplné
konvergenci algoritmu, viz obrazek 21 (analyza konvergence v [28]). Ukaz-
ku postupu vypoctu pro N = 64 vidime na obrazku 22.

Obrézek 22: Postup vypottu: g =1,g=2,9=3,9=10,g =30a g = 90.

Takto pouzitd metoda ma vSak horsi vlastnosti pro pouziti v desig-
nu nebo tiskafstvi, generujici body CVT jsou totiz na konci konvergence
prilis pravidelné rozmistény — tthnou k optiméalné hustému hexagondlnimu
rozlozeni. Dusledkem je nekvalitni spektrum a na prvni pohled patrné
pravidelnosti. Resenfm je proces zastavit difve, nez dospéje do faze velké
pravidelnosti, to je vS8ak obecné velmi obtizné rozhodnout.

[vzorky pékné na pohled, nékdy az piilis pravidelné, slusnd diskrepance,
je korektni, pomaly vypocet, lze modifikovat pro rizeni hustotou, obtizné
zastaveni iterace]

4.11 Kapacitné omezené distribuce (CCPD)

M. Balzer pracoval na variantich Voronych diagramu, které se nazyva-
ji ,kapacitné omezené“ (viz [29]). Pfi jejich pouziti dostaneme pékné
rozlozeni bodu bez nepiijemnych vlastnosti Lloydovy metody konvergujici
k CVT. Kapacitné omezené distribuce (,,Capacity-Constrained Point Dis-



tributions®, CCPD) se staly zdkladem dnesnich nejlepsich algoritmii, z mno-
ha citaci vybirdme [30] a [31].

Obrézek 23: Kapacitné omezend distribuce (CCPD).

Algoritmus 1 popisuje zakladni variantu CCPD pro obecnou vstupni
hustotu pravdépodobnosti pdf, generuje se N vzorku. Parametrem je kon-
stanta K ovliviiujici kvalitu vysledku a nepiimo imérné rychlost vypoctu
(je vhodné ji nastavit na nékolik stovek az tisic). Pole S obsahuje aktudln{
mnozinu vzorku, pole P mnoziny jejich bodu. Po celou dobu béhu algo-
ritmu ma kazdy vzorek piitazeno pravé K bodu, jen si je mezi sebou
vymeénuji. Seznam Ti (resp. Tj) obsahuje body pfifazené vzorku ¢, které
v8ak maji bliz k vzorku j (resp. naopak).

Obrézek 24: Postup vypoctu: g =0,9g=1,9g=2,9=3,g=4a g=23.

Postup préace algoritmu pro N = 64 a K = 2000 vidime na obrazku 24.



Algoritmus 1 CCPD

function CCPD(N, K, pdf) > pocet vzorku, K, hustota pravdép.
Point[] S + new Point[N] > sada vzorka
List < Point>|| P + new List < Point>[N] > a jejich body
for i + 1, N do > inicializace
for k + 1, K do
Pli].add(pdf()) > bod vygenerovany podle hustoty pdf
end for
S[é] +— CENTROID(P][i]) > tézisté seznamu bodu
end for
repeat > jedna zlepSujici generace

changed < false
for all 7,5 «+ 1, N do
List < Point> Ti < CLOSER(P[i], S[j], S[i])
List < Point> Tj < CLOSER(P([j], S[¢], S[5])
if TiA0ATj+#( then
changed < true > body se budou vyménovat
repeat > vyména nejméné vyhodnych bodu
Pli].remove(Ti[0)]); P[j].add(T'i[0]); Ti.delete At(0)
Plj].remove(T§]0)]); Pli].add(T§]0]); Tj.delete At(0)
until Ti =0V Tj =0
S[i] + CENTROID(PJi]) > plepocitdm téziste
S[j] - CENTROID(P[j])
end if
end for
until —changed
return S
end function

Ke konvergenci postacilo 23 kroku iterace.

[velmi pékné vzorky, vybornd diskrepance i spektrum, je korektni, lze Fidit
hustotou pravdépodobnosti, stfedné rychly vypocet]

5 Vysledky
5.1 Matice vlastnosti

Pro prehlednost jsme zaradili tabulku obsahujici zjednoduseny vycet nej-

ooy

jsme se vystihnout typické vlastnosti za predpokladu spravného (opti-
malniho) nastaveni pfipadnych parametru.



Vysvétleni vyznamu sloupecku tabulky:
e  pokr“ —pokryva sada vzorku celou zdrojovou oblast? (tj. vede k ne-
strannému odhadu integrélu)

e _spekt“ — spektralni vlastnosti metody, spliuji vzorky vlastnost
,modrého Sumu“?
e _hust“ — lze algoritmus modifikovat tak, aby byl fizen libovolnou

hustotou pravdépodobnosti?

e rnd“ — ndhodnost (opak determinismu)

e _rych® — velka rychlost implementace

e  par® — moznost efektivni paralelni implementace (bez nutnosti ko-
munikace mezi vlakny)

Hodnoty v jednotlivych polickach:
e ++“ — vyborné splnuje, je to silnd stranka metody

e 4+ — spliuje

e  ~“ —gspliuje jen ¢astecné, slySeli jsme o modifikacich. . .

e  “ —nespliuje

e . —* — silné nespliuje, velmi nevyhodné feseni

metoda pokr | spekt | hust | rnd | rych | par
Pravidelné — — — [ I R
Hammersley + — 4t i
Larcher-Pillichshammer + — + ++ i
Néhodné ++ ++ | ++ | ++ | ++
Jittering ++ ~ ++ [ ++ [ ++
Semi-jittering ~ I I I
N vé ++ ++ + | ~
Poissonuv disk ++4 ++ T R ~
Mitchell ++ ++ | ++ | ++ ~
Lloyd ++ + + | + -~
CCPD ++ ] [ ]+ ~

Tabulka 1: Matice vlastnosti.

5.2 Spektralni vlastnosti

Nékteré popisované metody byly podrobeny frekvenéni analyze ve srov-
natelnych podminkach — sada N = 1024 vzorku s rovnomérnou husto-
tou pravdépodobnosti, 10 prumérovanych souboru vzorku. Srovnatelna
vykonova spektra a jejich radidlni pruméry najdete v této sekci.

Prvni porovnani ukazuje fatalni vliv pravidelnosti na kvalitu spek-
tra. Byla pocitdna spektra pro semi-jittering s amplitudami od 0.0 do
1.0 (prvnf nastaveni odpovid4 pravidelnému vzorkovéni, posledn{ ¢istému
jitteringu). Vysledky viz obrézek 25.



Obrézek 25: Pravidelnost pro semi-jittering od a = 0.0 do a = 1.0.

Radialné prumeérovana spektra byla spoc¢tena jen pro amplitudy 0.6 a
1.0. MuzZeme si vSimnout, Ze pro semi-jittering z obrazku spektra jiz nenf
patrna velkd pravidelnost, graf ji viak stéle zietelné ukazuje. Cisty jitte-
ring mé radidlné velmi rovnomérné spektrum, vse je vidét na obrazku 26.

Radially averaged Fourier Semijterig,inste10,ne1024 res =268 Radially averaged Fourier Jitring, insts10, ne1024, ress256

MWWWW“

Obrézek 26: Radidlni spektra pro semi-jittering a = 0.6 a a = 1.0.

Dalsi porovnéani ukazuje pékna spektra generovana Poissonovym dis-
kovym vzorkovanim (nastaveni D = 0.022), Mitchellovym algoritmem
(K = 10) a CCPD (K = 100). Vsechny soubory vykazuji charakteris-
tiky modrého Ssumu, viz obrazek 27. Radialn{ spektra prvnich dvou metod
ukazuje obrazek 28.

Predposledni spektrum ukazuje pseudo-pravidelnost zkonvergovaného
Lloydova algoritmu — sada vzorka tvoiif CVT. Vzorky se snazi umistit se



Obrézek 27: Modry sum v metoddch Poissonuv disk, Mitchell a CCPD.

Radially averaged Fourier. Pisson-disk.inst=10, n=102¢,res=255 Radially averaged Fouier Michel inst=10,n=102¢, es=255.
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Obrazek 28: Radialni spektra pro Poissonuv disk a Mitchelluv alg.

téméf do hexagonalni miizky, proto je ve spektru na obrazku 29 patrna
pravidelnd struktura.

Obrézek 29: Pravidelnost CVT distribuce (zkonvergovany LLoyd).

Nakonec uvadime zajimavé spektrum randomizované metody Larcher-
Pillichshammer, jednotlivé vzorky byly umistovény do uzlovych bodu
miizky, ndhodnost tedy spocivala jen ve zméndch permutace (inicializace).
Viz obrazek 30 — upozornujeme, ze zde ma radidlni spektrum vyjimeéné
velky rozptyl (¢erveny graf).

5.3 Méreni diskrepance

Vsechny popisované vzorkovaci metody byly kvantitativné porovnany v na-
sledujicim testu. Kazdd metoda vygenerovala 100 ruznych sad vzorku, ze



Radially averaged Fourier: Larcher-Fillichshammer, inst<10, n=1024,res=256
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Obréazek 30: Pravidelnost Larcher-Pillichshammer sekvence.

kterych byla spoc¢itana prumérnda diskrepance a jeji vybérova smérodatna
odchylka. Jednotlivé metody mély nastaveny vhodné hodnoty piipadnych
parametru, sada vzorku obsahovala vzdy N = 1024 vzorku z jednotkového
Ctverce.

Byla pocitana diskrepance podle Strouda se stiedni kvadratickou hod-
notou (D$). Diskrepance jsou u vedeny v tisicindch, jejich vybérové sméro-
datné odchylky v miliéntinach. Vysledky jsou uvedeny v tabulce 2.

metoda diskrepance (x10=3) [ SD (x1079)
Pravidelné 7.468 0.0
Hammersley™* 0.811 0.0
Larcher-Pillichshammer* 0.811 0.0
Néhodné 8.941 2.5
Jittering 2.593 0.0
Semi-jittering 4.159 0.0
N veézi 5.220 0.5
Poissonuv disk 3.255 0.2
Mitchell 3.183 0.2
Lioyd (g = 40) 6.400 25
Lloyd (g = 400) 5.661 1.8
CCPD 2.154 0.0

Tabulka 2: Prumérné diskrepance.

Lloyduv algoritmus musel byt studovén ve dvou nastavenich: pro dobry
vysledek bylo nutné zastavit iteraci dostateéné brzy (empiricky byla zvo-
lena generace g = 40). Pro porovndni byl spocitdny i vysledky z pokro-
cilejsiho stadia konvergence (g = 400, zde se jiz sady vzorku blizi stavu
»Centroidal Voronoi* — CVT).

7 tabulky plyne, Ze si z pohledu diskrepance nejlépe vedou deter-
ministické sekvence (ty vSak majf Spatné spektrélni charakteristiky, viz



sekce 3.3 a 5.2). Ze spektralné vyhovujicich metod se jako nejlepsi ukdzala
kapacitné omezend distribuce, ani jittering nedava Spatné vysledky.

6 Zaver

Byly studovany metody ndhodného rozmistovani (vzorkovéni) bodii v ro-
viné s ohledem na jejich dobré estetické vlastnosti a pouzitelnost pro
Monte-Carlo integraci. Byly uvedeny metody objektivniho posuzovani
kvality vzorkovani, zejména diskrepance a dvé nejvyznamnéjsi spektralni
charakteristiky. Pfehled popularnich vzorkovacich algoritmu byl doplnén
spektralni analyzou a srovnavacim méfenim jejich diskrepance.

Aby byla vSechna srovnédni co nejkorektnéjsi, byly vSechny popisované
metody implementovany autorem piispévku bez pouziti dalsich knihoven.
V8echna srovnavaci méfeni i ilustracni obrazky jsou vysledkem téhoz pro-
gramu.

Reference

[1] I. Simpson and L. Wood. The Encyclopedia of Drawing Techniques.
A quarto book. Headline, 1987.

[2] R. Ulichney. Digital Halftoning. MIT Press, 1987.

[3] D. L. Lau and G. R. Arce. Modern Digital Halftoning, Second Edition.
Signal Processing and Communications. Taylor & Francis, 2001.

[4] Eric Veach. Robust Monte Carlo Methods for Light Transport Simu-
lation. PhD thesis, Stanford University, Stanford, CA, USA, 1998.
AAT9837162.

[5] Malvin H. Kalos and Paula A. Whitlock. Monte Carlo Methods. Vol.
1: Basics. Wiley-Interscience, New York, NY, USA, 1986.

[6] S. K. Zaremba. The mathematical basis of Monte Carlo and quasi-
Monte Carlo methods. SIAM Review, 10(3):303-314, July 1968.

[7] Peter Shirley. Discrepancy as a quality measure for sample distribu-
tions. In In Furographics ’91, pages 183-194. Elsevier Science Pub-
lishers, 1991.

[8] A.H. Stroud. Approzimate calculation of multiple integrals. Prentice-
Hall series in automatic computation. Prentice-Hall, 1971.

[9] J. H. Halton. On the efficiency of certain quasi-random sequences of
points in evaluating multi-dimensional integrals. Numerische Mathe-
matik, 2(1):84-90, 1960.

[10] J. H. Halton. Algorithm 247: Radical-inverse quasi-random point
sequence. Commun. ACM, 7(12):701-702, December 1964.

[11] J. M. Hammersley and D. C. Handscomb. Monte Carlo Methods. Me-
thuen’s monographs on applied probability and statistics. Methuen,
1964.

[12] F. Pillichshammer and G. Larcher. Walsh series analysis of the Lo-
discrepancy of symmetrisized point sets. Monatshefte fiir Mathema-
tik, 132(1):1-18, 2001.



[13]

[14]
[15]

[16]

David P. Dobkin, David Eppstein, and Don P. Mitchell. Computing
the discrepancy with applications to supersampling patterns. ACM
Trans. Graph., 15(4):354-376, October 1996.

M. de Berg. Computational Geometry: Algorithms and Applications.
Springer, 2008.

Franklin C. Crow. Summed-area tables for texture mapping. SIG-
GRAPH Comput. Graph., 18(3):207-212, January 1984.

Arthur Schuster. On the investigation of hidden periodicities with ap-
plication to a supposed 26 day period of meteorological phenomena.
Terrestrial Magnetism, 3(1):13-41, March 1898.

Yahan Zhou, Haibin Huang, Li-Yi Wei, and Rui Wang. Point sam-
pling with general noise spectrum. ACM Trans. Graph., 31(4):76:1—
76:11, July 2012.

Robert Ulichney. A review of halftoning techniques. SPIFE, 3963:378—
391, 2000.

Theophano Mitsa and Kevin J. Parker. Digital halftoning technique
using a blue-noise mask. J. Opt. Soc. Am. A, 9(11):1920-1929, Nov
1992.

Robert L. Cook, Thomas Porter, and Loren Carpenter. Distributed
ray tracing. SIGGRAPH Comput. Graph., 18(3):137-145, January
1984.

Don P. Mitchell. Spectrally optimal sampling for distribution ray
tracing. SIGGRAPH Comput. Graph., 25(4):157-164, July 1991.

J. G. van der Corput. Verteilungsfunktionen. I. Mitt. Proc. Akad.
Wet. Amsterdam, 38:813-821, 1935.

Thomas Kollig and Alexander Keller. Efficient multidimensional sam-
pling. Computer Graphics Forum, 21(3):557-564, September 2002.
A. Keller, S. Heinrich, and H. Niederreiter. Monte Carlo and Quasi-
Monte Carlo Methods 2006. Springer, 2007.

Robert L. Cook. Stochastic sampling in computer graphics. ACM
Trans. Graph., 5(1):51-72, January 1986.

Daniel Dunbar and Greg Humphreys. A spatial data structure for fast
Poisson-disk sample generation. ACM Trans. Graph., 25(3):503-508,
July 2006.

Stuart P. Lloyd. Least squares quantization in PCM. IEEE Trans.
Inf. Theor., 28(2):129-137, September 2006.

Qiang Du, Maria Emelianenko, and Lili Ju. Convergence of the Lloyd
algorithm for computing Centroidal Voronoi Tessellations. SIAM J.
Numer. Anal., 44(1):102-119, January 2006.

Michael Balzer, Thomas Schléomer, and Oliver Deussen. Capacity-
constrained point distributions: A variant of Lloyd’s method.
ACM Transactions on Graphics (Proceedings of SIGGRAPH 2009),
28(3):86:1-8, 2009.



[30] Yin Xu, Ligang Liu, Craig Gotsman, and Steven J. Gortler. Capacity-
constrained Delaunay triangulation for point distributions. Compu-
ters & Graphics, pages 510-516, 2011.

[31] F. de Goes, K. Breeden, V. Ostromoukhov, and M. Desbrun. Blue

noise through optimal transport. ACM Trans. Graph. (SIGGRAPH
Asia), 31, 2012.



