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Abstrakt. V r̊uzných oborech je potřeba pokrývat část roviny
nebo plochy souborem náhodných bodových vzork̊u. Obvykle se
požaduje, aby vzorky pokrývaly oblast nahodile, ale rovnoměrně (či
s předem danou hustotou pravděpodobnosti), aby nebyly v souboru
na prvńı pohled patrné žádné pravidelnosti či vzory. Př́ıspěvek se
zabývá nejd̊uležitěǰśımi aspekty náhodného vzorkováńı, představuje
nejznáměǰśı algoritmy, metodiku jejich porovnáváńı a hodnoceńı
výsledk̊u (diskrepance, spektrálńı analýza). Z aplikaćı bude zmı́něno
vzorkováńı pro Monte-Carlo integraci, rozmist’ováńı objekt̊u v inter-
aktivńıch aplikaćıch, hrách nebo simulaćıch, algoritmy pro tečkováńı
(tupováńı) a p̊ultónováńı v tiskařstv́ı.

Kĺıčová slova: vzorkováńı, náhodné rozmist’ováńı, jittering, Poissonovo
diskové vzorkováńı, tupováńı, p̊ultónováńı, Monte-Carlo integrace,
diskrepance, periodogram, Haltonova sekvence, Hammersley sekvence,
Lloyd̊uv algoritmus, Mitchell̊uv algoritmus, kapacitně omezené vzor-
kováńı.

1 Úvod
V mnoha oblastech poč́ıtačové grafiky a aplikované geometrie se setkáváme
s potřebou umı́stit do nějaké oblasti množinu bod̊u nebo malých objekt̊u
tak, aby soubor pokrýval celou oblast, ale současně nesmı́ být patrné žádné
rušivé pravidelnosti (viz obrázek 1). Při Monte-Carlo kvadratuře v oboru
syntézy obrazu (tzv.

”
rendering“) či v jiných oblastech numerické ma-

tematiky mohou být kladeny podobné požadavky na soubor bodových
vzork̊u, zde je hlavńı podmı́nkou rovnoměrnost pokryt́ı dané oblasti.

Obrázek 1: Př́ılǐs
”
divoké“, př́ılǐs pravidelné a uspokojivé rozložeńı.

V tomto př́ıspěvku budeme studovat vlastnosti mnoha známých roz-
mist’ovaćıch (vzorkovaćıch) metod, zavedeme některá objektivńı kritéria



pro posuzováńı kvality souboru vzork̊u a pomoćı vlastńıch implementaćı
provedeme měřeńı a závěrečné porovnáńı.

2 Motivace a aplikace
V této kapitole ještě podrobněji rozebereme podmı́nky a požadavky kla-
dené na rozmist’ovaćı algoritmy. V některých oblastech se požaduje, aby
bylo rozložeńı vzork̊u ř́ızeno nějakou hustotou pravděpodobnosti (vzorky
nejsou rozloženy rovnoměrně ve smyslu běžné uniformńı metriky), viz
ukázky na obrázku 2. Př́ıklady takových aplikaćı:

• simulace maĺı̌rské techniky tupováńı (
”
stippling“), viz např. [1]

• p̊ultónovaćı techniky v tiskařstv́ı, viz např. [2] nebo [3]
• vzorkováńı podle d̊uležitosti (

”
importance sampling“) v Monte-Carlo

metodách syntézy obrazu, viz např. [4] nebo [5]

Obrázek 2: Konstantńı hustota, hustota daná vzorcem nebo obrázkem.

Výčet několika daľśıch aplikačńıch oblast́ı, kde může nebo nemuśı hrát
roli neuniformńı hustota vzorkováńı:

• simulace př́ırodńıch jev̊u – r̊ust kolonie buněk, rozmist’ováńı stromů
a keř̊u, apod.
• obecněji – napodobeńı výsledk̊u složitých fyzikálńıch proces̊u, kde

hraje roli vzdálenost sousedńıch vzork̊u, viz třeba obrázek 3
• vizuálně př́ıjemné rozmist’ováńı objekt̊u v architektuře, videohrách,

apod.
• generováńı śıt́ı pro metody konečných prvk̊u (FEM)

Pro Monte-Carlo kvadraturu je d̊uležité, aby každý bod domény měl
šanci být vybrán, pokud v něm samozřejmě má hustota pravděpodobnosti
kladnou hodnotu. Z toho potom plyne nestrannost odhadu integrálu (

”
un-

biased estimation“). Některé metody vzorkováńı se tedy pro numeric-
kou integraci nehod́ı, zejména muśıme být opatrńı při použit́ı determi-
nistických postup̊u.

Budeme-li se zabývat estetickými aspekty vzorkováńı, v prvńı řadě
muśıme vyloučit všechny rušivé prvky jako třeba výskyt nějakého vzoru



Obrázek 3: Povrchové napět́ı vody ovlivňuje ćılové rozmı́stěńı kapek.

nebo opakováńı. Často je nežádoućı, aby vzorky tvořily shluky, to se do-
konce v některých aplikačńıch oblastech chápe jako nepř́ıpustné (např́ıklad
při rozmist’ováńı objekt̊u nenulové velikosti se žádné dva objekty nesměj́ı
překrývat). Př́ıklady př́ıjemně vypadaj́ıćıch rozložeńı najdete např. na ob-
rázku 2.

Je obt́ıžné matematicky definovat estetická kritéria, přesto se v př́ıs-
pěvku budeme snažit uvést několik nejpouž́ıvaněǰśıch pravidel a metod
vyhodnocováńı kvality vzorkovaćıch algoritmů. Některá hodnot́ıćı kritéria
budou do jisté mı́ry odrážet i estetickou stránku věci. Podrobnosti obsa-
huje následuj́ıćı kapitola.

Zat́ım tedy bez daľśıho upřesněńı přehled požadovaných vlastnosti
náhodného rozložeńı:

• úplné pokryt́ı zdrojové oblasti –
”
každý bod má šanci“

• rovnoměrné pokryt́ı zdrojové oblasti (př́ıpadně dle dané hustoty
pravděpodobnosti)
• absence pravidelnost́ı, viditelného systému nebo opakováńı
• daľśı podmı́nky – estetika, minimálńı vzdálenost vzork̊u, apod.

3 Hodnoceńı kvality vzorkováńı
Kapitola popisuje některé př́ıstupy, jak objektivně posoudit kvalitu vzor-
kovaćıho (rozmist’ovaćıho) algoritmu. Pro jednoduchost se budeme zabývat
pouze konstantńı hustotou pravděpodobnosti, tj. rovnoměrným vzorková-
ńım. Metody se celkem snadno daj́ı modifikovat i pro nerovnoměrnou
hustotu pravděpodobnosti.

3.1 Diskrepance

Rovnoměrnost pokryt́ı zdrojové oblasti množinou vzork̊u je velmi d̊uležitá
ve většině aplikaćı vzorkováńı, intenzivně se zkoumala předevš́ım v nume-
rické matematice zabývaj́ıćı se Monte-Carlo integraćı [6]. V poč́ıtačové



grafice provedl P. Shirley prvńı seriózńı analýzy a ukázal př́ımou sou-
vislost ńızké diskrepance vzorkováńı s kvalitou (malým pod́ılem šumu)
poč́ıtačově vytvářených obrázk̊u [7].

Pojem diskrepance zavedl S. K. Zaremba jako mı́ru nerovnoměrnosti
pokryt́ı jednotkového čtverce [0, 1]2 množinou bodových vzork̊u. Počet
vzork̊u lež́ıćıch uvnitř obdélńıka [0, a]× [0, b] označ́ıme n(a, b). Očekávaný
počet by se měl bĺıžit hodnotě abN , kde N je počet vzork̊u v celém čtverci.
Zaremba v [6] definoval diskrepanci Dz

∞ jako supremum absolutńı od-
chylky d(a, b) přes všechny možné hodnoty a a b:

d(a, b) =

∣∣∣∣ ab− n(a, b)

N

∣∣∣∣
Dz
∞ = sup

a,b∈[0,1]
d(a, b)

Současně Zaremba upozornil na alternativńı možnost definice diskrepance
pomoćı středńı kvadratické hodnoty mı́sto suprema:

Dz
2 =

√∫ 1

0

∫ 1

0

d(a, b)2 da db

V předchoźıch definićıch maj́ı všechny obdélńıky zafixovaný jeden z vr-
chol̊u ve vrcholu čtverce. To zp̊usobuje nepřirozenou závislost diskrepance
na orientaci vzorkovaćıho prostoru. Stroud v [8] navrhl použ́ıt všechny
možné obdélńıky s vodorovnými a svislými hranami. Vede to sice ke
složitěǰśımu výpočtu, ale diskrepance je objektivněǰśı a invariantńı vzhle-
dem k symetríım:

d(a, b, c, d) =

∣∣∣∣ (a− c)(b− d)− n(a, b, c, d)

N

∣∣∣∣
Ds
∞ = sup

a,b∈[0,1], 0<c<a, 0<d<b
d(a, b, c, d)

Ds
2 =

√∫ 1

0

∫ 1

0

∫ b

0

∫ a

0

d(a, b, c, d)2 dc dd da db

Po zavedeńı těchto pojmů a prokázáńı jejich souvislosti s malým rozpty-
lem Monte-Carlo odhad̊u integrál̊u se mnoho matematik̊u snažilo navrho-
vat nové speciálńı vzorkovaćı sekvence, které maj́ı malou diskrepanci [9].
Některé z nich ([10], [11], [12]) se velmi osvědčily a my je v kapitole 4
zahrneme do našeho přehledu.



3.1.1 Výpočet a vizualizace diskrepance

Výpočet diskrepance podle definice může být značně neefektivńı. Pro
výpočet D∞ forem diskrepance byly vyvinuty efektivńı algoritmy ([13],
obecně viz [14]). Pro diskrepance se středńı kvadratickou hodnotou je
v podstatě nutné procházet danou množinu interval̊u. Zde pomáhá diskre-
tizace prostoru a použ́ıváńı metod dynamického programováńı, např́ıklad
součtových tabulek (

”
Summed Area Table“ viz [15]).

Pro vizuálńı reprezentaci diskrepance konkrétńıho souboru vzork̊u jsme
navrhli tzv.

”
Debit-Credit“ graf (DrCr). Kumulativně se pomoćı dvou ba-

rev zvýrazňuj́ı regiony zdrojové oblasti, kde vzorky chyběj́ı nebo naopak
které obsahuj́ı vzork̊u přebytek. Viz obrázek 4.

Datová struktura DrCr může rovněž sloužit k optimalizaci dané sady
vzork̊u, algoritmus postavený na tomto principu je však zat́ım málo efek-
tivńı.

Obrázek 4: Sada náhodných vzork̊u a DrCr vizualizace diskrepance.

3.2 Shluky

Nyńı si dovoĺıme malou odbočku dávaj́ıćı odpověd’ na zřejmou otázku

”
Jsou shluky přirozenou vlastnost́ı náhodných rozděleńı?“. Při pozorováńı

souboru nezávislých náhodných vzork̊u, jaký je např́ıklad zobrazen v levé
části obrázku 1, nás překvaṕı mnoho shluk̊u a naopak poměrně velké ob-
lasti bez pokryt́ı.

Je zaj́ımavé, že podobnými pochybnostmi se lidé trápili již několik
stolet́ı v r̊uzných kontextech, od statistik úmrt́ı voják̊u d̊usledkem kopnut́ı
koněm, přes zkoumáńı mı́st dopadu německých raket V2 na Londýn za
druhé světové války, až v současnosti třeba k analýzám teroristických
útok̊u nebo frekvenćım př́ıchodu pacienta do ordinace lékaře. Tyto úlohy
jsou tak významné, že se někdy odpov́ıdaj́ıćı Poissonovo rozděleńı nazývá
též

”
zákonem ř́ıdkých událost́ı“ (

”
Law of Rare Events“).

Pro analýzu výskytu shluk̊u můžeme použ́ıt rozděleńı oblasti na množ-
stv́ı stejně velkých interval̊u. Jednotkový čtverec např́ıklad rozděĺıme na



µ = 0.5 dosaženo teorie
P (X = 0) 0.639 0.607
P (X = 1) 0.222 0.303
P (X ≥ 2) 0.139 0.090

Obrázek 5: Poissonovo rozděleńı při vrháńı šipek na čtvercový terč.

K×K menš́ıch čtverečk̊u a budeme zkoumat, jak se do malých čtverečk̊u
budou vzorky umist’ovat. Př́ıklad typického výsledku pro K = 6 a počet
vzork̊u N = 18 vid́ıme na obrázku 18. Každý čtvereček má pravděpodob-
nost zásahu některým vzorkem µ = 0.5, avšak v́ıce než polovina vzork̊u
se sdružila do dvojic a celých 23 čtverečk̊u z 36 z̊ustalo nezasaženo.

Naše intuice zde selhává, tento výsledek je totiž úplně v pořádku. Při
náhodném výběru z rovnoměrného rozděleńı maj́ı počty zásah̊u jednot-
livých čtverečk̊u vyhovovat Poissonovu rozděleńı, pravý sloupec tabulky
obsahuje teoreticky spoč́ıtané hodnoty a ty skutečně dosažené se od nich
př́ılǐs nelǐśı.

3.3 Spektrálńı charakteristiky

Daľśım použ́ıvaným př́ıstupem při vyhodnocováńı kvality rozložeńı bo-
dových vzork̊u je spektrálńı analýza. Jedná se o zkoumáńı distribuce
vzdálenost́ı mezi jednotlivými vzorky, hlavně mezi nejbližš́ımi sousedy.
Chápeme-li množinu vzork̊u jako reálnou funkci se zdrojovou oblast́ı jako
definičńım oborem, můžeme př́ımo použ́ıt některou z populárńıch spek-
trálńıch transformaćı, nejčastěji Fourierovu transformaci. Tzv.

”
power

spectrum“ ukazuje, jak často se jednotlivé prostorové frekvence v signálu
vyskytuj́ı a my budeme pracovat nejen př́ımo s t́ımto spektrem, ale i
s některými odvozenými charakteristikami.

Zaj́ımavost́ı je, že již A. Schuster v roce 1898 ([16]) při zkoumáńı
periodických jev̊u navrhl tzv.

”
periodogram“, což je obdoba dnešńıho

výkonového spektra.
Připomeňme úvodem několik definic (částečně dle [17]). Množina vzor-

k̊u S ve 2D:
S = { sk }Nk=1 = { [xk, yk] }Nk=1

Funkci rozložeńı vzork̊u (konkrétńı polohy N bodových vzork̊u v rovině)
označ́ıme s:

s(x, y) =

N∑
k=1

δ(x− xk, y − yk)



kde δ je Dirac̊uv impuls (reálná funkce nenulová jen v jednom bodě, maj́ıćı
však jednotkový integrál přes celý definičńı obor). Fourierovu transformaci
této speciálńı funkce můžeme zjednodušit na

F (f) =

N∑
k=1

e−2πi(f ·sk)

kde f = [ fx, fy ] je frekvenčńı vektor skalárně násobený s vektorem sou-
řadnic vzorku, obyčejně se poč́ıtaj́ı celoč́ıselné násobky ve vhodně zvolené
oblasti kolem počátku (např́ıklad f ∈ [−255, 255]2).

Při frekvenčńıch analýzách se budeme zabývat výkonovým spektrem
P (f) (

”
power spectrum“, viz [2], [17]), které je definováno jako druhá

mocnina absolutńı hodnoty Fourierovy transformace

P (f) = |F (f)|2 =
1

N

(
N∑
k=1

cos(2πf · sk)

)2

+
1

N

(
N∑
k=1

sin(2πf · sk)

)2

Př́ıklady výkonových spekter jsou na obrázćıch 6, 7 a 8. Úplně náhodné
vzorkováńı (nezávislé realizace náhodné veličiny s rovnoměrným rozlože-
ńım pravděpodobnosti) má konstantńı spektrum a ř́ıká se mu

”
b́ılý šum“.

Obrázek 6: Pravidelný rastr a jeho spektrum.

B́ılý šum a pravidelný rastr jsou dva extrémy, které jsou v našich
aplikaćıch nežádoućı. Při zkoumáńı vlastnost́ı p̊ultónovaćıch algoritmů
v tiskařstv́ı si R. Ulichney ([2]) uvědomil, že jsou velmi výhodná ta-
ková rozložeńı teček, ve kterých se neuplatňuj́ı rušivé ńızké frekvence,
tj. pravidelnosti. Nazval tuto vlastnost modrým šumem (

”
blue noise“) a

charakterizoval ji absenćı malých vzdálenost́ı mezi sousedy, viz později
v odd́ılu 4.8 uváděné Poissonovo diskové vzorkováńı. Spektrálńı charakte-
ristika modrého šumu je jednoduchá – uprostřed domény spektra (kolem
počátku) se má objevit kruhová oblast s ńızkými hodnotami, jak je patrné



Obrázek 7: Nahodileǰśı vzorkováńı (
”
semi-jittering“) a jeho spektrum.

Obrázek 8: Kvalitńı vzorkováńı (
”
Mitchell“) a jeho spektrum.

třeba ze spektra na obrázku 8. Daľśı zdroje studuj́ıćı p̊ultónovaćı techniky
z pohledu spektra: [18], [19] (autoři dokonce provedli psychovizuálńı stu-
dii, aby zjistili, které distribuce jsou pro lidské oko př́ıjemné) nebo ještě
jednou [17].

Obrázek 9: Radiálně zpr̊uměrované spektrum (
”
Lloyd“).

Ulichney ([2], [18]) dále navrhl radiálńı transformaci spektra pro poho-
dlněǰśı zkoumáńı frekvenčńıho rozložeńı v př́ıpadě 2D vzorkováńı. Radiálně
pr̊uměrované spektrum a jeho rozptyl navrhuje poč́ıtat diskrétně v pra-



videlně rozložených mezikruž́ıch kolem počátku souřadnic. T́ımto postu-
pem dostaneme dva grafy – rozložeńı frekvenćı bez ohledu na prostorovou
orientaci a rozptyl hodnot charakterizuj́ıćı uniformitu neboli invarianci
vzorkovaćıho systému na otočeńı.

Obrázek 10: Frekvenčńı analýza opatřená rozptylem (
”
Mitchell“).

Př́ıklad prvńıho grafu pro poměrně kvalitńı rozložeńı s pod́ılem mod-
rého šumu (viz hodnoty kolem nuly) je na obrázku 9. Analýza jiného
vzorkováńı opatřená nav́ıc červenou křivkou rozptylu je na obrázku 10.
Tak by měly vypadat výsledky spektrálńı analýzy kvalitńıho rozložeńı.

V kapitole 5.2 budou uvedeny výsledky spektrálńı analýzy některých
vzorkovaćıch metod z následuj́ıćıho přehledu.

4 Přehled vzorkovaćıch metod
V přehledu populárńıch vzorkovaćıch metod (výčty v hranatých závor-
kách) budeme použ́ıvat následuj́ıćı pojmy:

•
”
korektńı“ – pokrývá zdrojovou oblast,

”
každý bod má šanci“

•
”
lze ř́ıdit hustotou“ – existuje varianta algoritmu, ve které jsou

vzorky generovány s danou vstupńı hustotou pravděpodobnosti
•

”
lze paralelizovat“ – algoritmus výpočtu sady vzork̊u lze snadno pa-

ralelizovat bez potřeby komunikace mezi jednotlivými výpočetńımi
vlákny

4.1 Pravidelné vzorkováńı

Jen pro úplnost zde uvád́ıme možnost pokryt́ı zdrojové oblasti pravidelnou
śıt́ı vzork̊u. Lze použ́ıt čtvercovou nebo hexagonálńı soustavu, obě maj́ı
podobné vlastnosti.

[neńı korektńı, je pravidelné, je deterministické, je jednoduché a rychlé,
lze paralelizovat, nelze jednoduše ř́ıdit hustotou]

4.2 Náhodné vzorkováńı

Primárńı vzorkováńı, je základem mnoha daľśıch algoritmů, ve statistice
se někdy nazývá

”
Poissonovo vzorkováńı“. Jedná se o nezávislé opakováńı



Obrázek 11: Pravidelné vzorkováńı.

realizace dané náhodné veličiny. V nejjednodušš́ım př́ıpadě se použ́ıvá
rozděleńı s rovnoměrnou hustotou pravděpodobnosti R([0, 1]2). Jeho jedi-
nou významnou nevýhodou je tvorba shluk̊u vedoućı k horš́ım spektrálńım
vlastnostem a špatné diskrepanci.

Obrázek 12: Náhodné (nezávislé) vzorkováńı.

[jednoduché a rychlé, korektńı, lze ř́ıdit hustotou, lze paralelizovat, vytvář́ı
shluky]

4.3 Jittering (roztřeseńı)

Metoda se ve statistice nazývá
”
vzorkováńı po částech“ (

”
stratified sam-

pling“). Do poč́ıtačové grafiky ji zavedl R. Cook a spol. ([20]). Vzorkovaný
interval se nejprve rozděĺı na stejně velké podintervaly a z každého z nich
se poté nezávisle náhodně vybere jeden vzorek. Pro jednotkový čtverec
je nejvýhodněǰśı rozděleńı na K ×K menš́ıch čtverc̊u, počet vzork̊u tak
bude N = K2.

Jittering snižuje rozptyl při Monte-Carlo integraci a i v jiných oblas-
tech je obĺıbený pro svoji jednoduchost a dobré vlastnosti. V podstatě se
dá ř́ıci, že se dá vždy nasadit mı́sto náhodného (Poissonova) vzorkováńı
a dává minimálně stejně dobré výsledky.



Obrázek 13: Jittering (roztřeseńı) s geometrickou ilustraćı.

[jednoduché a rychlé, korektńı, nelze jednoduše ř́ıdit hustotou, lze parale-
lizovat, nevytvář́ı shluky, dobrá diskrepance]

4.4 Semi-jittering

Tato metoda vycháźı z jitteringu, u jej́ıho zrodu byla snaha ještě v́ıc zredu-
kovat možnost shlukováńı vzork̊u. Proto se vzorky vyb́ıraj́ı z menš́ıch po-
dinterval̊u, část zdrojové oblasti tedy z̊ustane nepokrytá. Může mı́t ome-
zené použit́ı v některých oblastech, nevede však k nestranným odhad̊um
při integraci.

Obrázek 14: Semi-jittering (polovičńı roztřeseńı) s geometrickou ilustraćı.

[jednoduché a rychlé, neńı korektńı, nelze ř́ıdit hustotou, lze paralelizovat,
nevytvář́ı shluky, je patrná lehká pravidelnost, slušná diskrepance]

4.5 N věž́ı (
”
N rooks“)

Metoda byla vyvinuta pro vzorkováńı ve v́ıcerozměrných prostorech (Cook
v [20] vzorkoval 9-rozměrný prostor, daľśı zmı́nky viz [21] nebo [5]). Jed-
notlivé dimenze se vzorkuj́ı nezávisle pomoćı jitteringu se stejným počtem
vzork̊u v každé dimenzi. Vzorky se potom spoj́ı náhodným zp̊usobem
(náhodnou permutaćı).



Obrázek 15: Vzorkováńı
”
N věž́ı“ s geometrickou ilustraćı.

2D varianta se přiléhavě názývá
”
N věž́ı“, t́ım se vyjadřuje, že v každém

řádku i sloupci se nacháźı právě jeden vzorek. Postup umist’ováńı vzork̊u
lze též chápat jako vzorkováńı diagonálńıch čtverečk̊u následované náhod-
nou permutaćı řádek tabulky.

[jednoduché a rychlé, korektńı, nelze ř́ıdit hustotou, lze paralelizovat, tro-
chu horš́ı diskrepance]

4.6 Hammersley vzorkováńı

Prvńı ze zástupc̊u deterministických vzorkováńı vycháźı ze slavné van der
Corputovy posloupnosti [22], stejně jako např́ıklad Haltonova metoda. Ha-
mmersley vzorkováńı jsme si vybrali pro jeho lepš́ı geometrické vlastnosti.

Obrázek 16: Hammersley vzorkováńı (b = 2).

Necht’ n je kladné přirozené č́ıslo a b prvoč́ıslo.
”
b-árńı reprezentace“ č́ısla

n je vyjádřeńı

n =
∑
k

dk(n) bk

(meze sč́ıtáńı budeme pro jednoduchost vynechávat). 0 ≤ dk(n) < b jsou
b-árńı cifry vyjadřuj́ıćı č́ıslo n. Definujme racionálńı č́ıslo 0 ≤ gb(n) < 1



sumou

gb(n) =
∑
k

dk(n) b−k−1

Van der Corputova posloupnost { gb(n) }n vyplňuje hustě jednotkový in-
terval [0, 1], což je d̊uležité pro vzorkovaćı metody na této posloupnosti
založené. Slavná Haltonova posloupnost je definovaná pro nějaká dvě r̊uzná
prvoč́ısla (třeba b1 = 2 a b2 = 3) jako

{ [gb1(n), gb2(n)] }n

Hammersley posloupnost má jednodušš́ı definici pomoćı jediného prvoč́ısla
(např. b = 2) {[ n

N
, gb(n)

]}
n

Připomı́náme vzdálenou podobnost se vzorkováńım
”
N věž́ı“, museli by-

chom ještě přidat jittering v rozsahu malých interval̊u 1/N .

[deterministické, výborná diskrepance, velmi rychlý výpočet, lze paraleli-
zovat, nelze ř́ıdit hustotou, špatné spektrum]

4.7 Larcher-Pillichshammer vzorkováńı

Daľśı deterministické vzorkováńı v našem přehledu bývá citováno jako
jedno z nejkvalitněǰśıch ve své tř́ıdě ([23], [24]).

Obrázek 17: Larcher-Pillichshammer vzorkováńı.

Larcher s Pillichshammerem použili v [12] trochu jiným zp̊usobem
rozklad binárńıho č́ısla a definovali tak novou posloupnost. Pracujeme
s prvoč́ıselným základem b = 2, člen dk(n) je nahrazen součtem binárńıch
jedniček modulo dva

lpk(n) =

(
L∑
i=k

di(n)

)
mod 2



Term lpk(n) použijeme analogicky k definici č́ısla 0 ≤ lp(n) < 1

lp(n) =
∑
k

lpk(n) 2−k−1

a nakonec celé Larcher-Pillichshammer posloupnosti{[ n
N
, lp(n)

]}
n

Jako elegantńı randomizaci autoři použ́ıvaj́ı binárńı operaci XOR faktoru
lpk(n) s libovolným binárńım č́ıslem (

”
semı́nkem náhody“ seed). Formálně

je možné napsat náhodnou inicializaci jako úpravu definice lpk(n):

lpk(n) =

(
seedk +

L∑
i=k

di(n)

)
mod 2

[deterministické, lze snadno randomizovat, výborná diskrepance, velmi
rychlý výpočet, lze paralelizovat, nelze ř́ıdit hustotou, špatné spektrum]

4.8 Poissonovo diskové vzorkováńı

Vzorkováńı inspirované př́ırodou – jednoduchý systém, jak se vyhnout
vzniku shluk̊u, je omezit minimálńı vzdálenost vzork̊u nějakou vhodnou
konstantou D (viz [25] nebo [21]). Takové vzorkováńı se nazývá Poisso-
novo diskové vzorkováńı (

”
Poisson disk sampling“) a uvedená podmı́nka je

základem vzniku
”
modrého šumu“, viz kapitolu 3.3. Podobnou distribuci

maj́ı kolonie buněk živých organismů, pro poč́ıtačovou grafiku je zejména
zaj́ımavá shoda s rozložeńım světločivných buněk na śıtnici oka primát̊u.

Obrázek 18: Poissonovo diskové vzorkováńı (D = 0.1) s geometrickou
ilustraćı.

Soubor vzork̊u se generuje postupně, pokud by se nový vzorek přibĺıžil
k některému již existuj́ıćımu na vzdálenost menš́ı než D, bude odmı́tnut
(této technice se obecně ř́ıká

”
rejection sampling“). Je trochu obt́ıžné



určit předem konstantu D, kdyby totiž byla hodnota př́ılǐs velká, mohla
by zabránit nalezeńı potřebného počtu vzork̊u.

Při velkém N je potřeba zvolit vhodnou efektivńı implementaci, aby se
nemusela procházet vždy celá sada vzork̊u při kontrole nového kandidáta.
Př́ıklady datových struktur viz [26].

[nepravidelné, ale pěkné na pohled, dobrá diskrepance, výborné spektrum,
je korektńı, nelze snadno paralelizovat, pomaleǰśı výpočet, lze ř́ıdit husto-
tou, obt́ıžné nastaveńı konstanty D]

4.9 Mitchell̊uv algoritmus

D. Mitchell si v [21] vš́ımal nevýhod běžných metod výpočtu Poisso-
nova diskového vzorkováńı, zejména nutnosti správně určit konstantu D.
V mnohých situaćıch by se hodilo, kdybychom mohli sadu vzork̊u poč́ıtat
postupně, a tak podle potřeby pokryt́ı zdrojové oblasti zahušt’ovat. Byl
navržen jednoduchý algoritmus, který nepotřebuje znát předem separačńı
konstantu D a je schopen spoč́ıtat jakkoli hustý soubor vzork̊u (viz obrá-
zek 20).

Obrázek 19: Vzorky vygenerované Mitchellovým algoritmem.

Metodě se též ř́ıká
”
Mitchell̊uv algoritmus nejlepš́ıho kandidáta“ –

prvńı vzorek vygenerujeme zcela náhodně a daľśı pak podle indukčńıho
kroku: jestliže jsme již přijali N vzork̊u, tak ten N + 1. voĺıme z množiny
náhodně vygenerovaných KN kandidát̊u {Cj}, kde K > 5 je vhodná
konstanta (Mitchell dokonce navrhuje K ≥ 10). Do souboru přijmeme
toho kandidáta, který má maximálńı vzdálenost od množiny již přijatých
vzork̊u {Pi}, tj. poč́ıtáme argmaxj mini |Pi − Cj |.

Algoritmus má sice složitost O(N2), ale pomoćı vhodných datových
struktur (à la [26]) jej lze značně zrychlit. Je-li potřeba generovat vzorky
s nerovnoměrnou hustotou pravděpodobnosti, lze výpočet |Pi−Cj | snadno
upravit tak, že použijeme neuniformńı metriku indukovanou danou hus-
totou.

[nepravidelné, ale pěkné na pohled, dobrá diskrepance, výborné spektrum,



Obrázek 20: Inkrementálńı soubor: N = 10, N = 40, N = 160 a N = 640.

je korektńı, nelze snadno paralelizovat, pomalý výpočet, lze ř́ıdit hustotou,
dokáže generovat inkrementálńı (postupně se zahušt’uj́ıćı) soubor vzork̊u]

4.10 Lloyd̊uv algoritmus

Lloydova metoda je de facto standardem výpočtu speciálńıho Voroného
diagramu, jehož generuj́ıćı body tvoř́ı současně těžǐstě svých buněk (

”
Cen-

troidal Voronoi Tesselation“, CVT).

Obrázek 21: Vzorky vygenerované konvergenćı Lloydova algoritmu.

S. P. Lloyd sv̊uj algoritmus vymyslel v šedesátých letech při odvozováńı
optimálńıho kvantovače a publikoval jej až v roce 1982 [27]. Od té doby se



metoda hojně použ́ıvá v r̊uzných oblastech zpracováńı signálu, designu,
poč́ıtačové grafiky, analýzy obrazu, apod.

Naivńı algoritmus (nazývaný též někdy
”
iterativńı Voronoi“) je velmi

př́ımočarý: inicializuje sadu generuj́ıćıch bod̊u náhodně a spoč́ıtá k nim
Voroného diagram. Potom dle potřeby opakuje krok, ve kterém posune
všechny generuj́ıćı body do těžǐst’ svých buněk. CVT dostaneme při úplné
konvergenci algoritmu, viz obrázek 21 (analýza konvergence v [28]). Ukáz-
ku postupu výpočtu pro N = 64 vid́ıme na obrázku 22.

Obrázek 22: Postup výpočtu: g = 1, g = 2, g = 3, g = 10, g = 30 a g = 90.

Takto použitá metoda má však horš́ı vlastnosti pro použit́ı v desig-
nu nebo tiskařstv́ı, generuj́ıćı body CVT jsou totiž na konci konvergence
př́ılǐs pravidelně rozmı́stěny – t́ıhnou k optimálně hustému hexagonálńımu
rozložeńı. Důsledkem je nekvalitńı spektrum a na prvńı pohled patrné
pravidelnosti. Řešeńım je proces zastavit dř́ıve, než dospěje do fáze velké
pravidelnosti, to je však obecně velmi obt́ıžné rozhodnout.

[vzorky pěkné na pohled, někdy až př́ılǐs pravidelné, slušná diskrepance,
je korektńı, pomalý výpočet, lze modifikovat pro ř́ızeńı hustotou, obt́ıžné
zastaveńı iterace]

4.11 Kapacitně omezené distribuce (CCPD)

M. Balzer pracoval na variantách Voroných diagramů, které se nazýva-
j́ı

”
kapacitně omezené“ (viz [29]). Při jejich použit́ı dostaneme pěkné

rozložeńı bod̊u bez nepř́ıjemných vlastnost́ı Lloydovy metody konverguj́ıćı
k CVT. Kapacitně omezené distribuce (

”
Capacity-Constrained Point Dis-



tributions“, CCPD) se staly základem dnešńıch nejlepš́ıch algoritmů, z mno-
ha citaćı vyb́ıráme [30] a [31].

Obrázek 23: Kapacitně omezená distribuce (CCPD).

Algoritmus 1 popisuje základńı variantu CCPD pro obecnou vstupńı
hustotu pravděpodobnosti pdf , generuje se N vzork̊u. Parametrem je kon-
stanta K ovlivňuj́ıćı kvalitu výsledku a nepř́ımo úměrně rychlost výpočtu
(je vhodné ji nastavit na několik stovek až tiśıc). Pole S obsahuje aktuálńı
množinu vzork̊u, pole P množiny jejich bod̊u. Po celou dobu běhu algo-
ritmu má každý vzorek přǐrazeno právě K bod̊u, jen si je mezi sebou
vyměňuj́ı. Seznam Ti (resp. Tj) obsahuje body přǐrazené vzorku i, které
však maj́ı bĺıž k vzorku j (resp. naopak).

Obrázek 24: Postup výpočtu: g = 0, g = 1, g = 2, g = 3, g = 4 a g = 23.

Postup práce algoritmu pro N = 64 a K = 2000 vid́ıme na obrázku 24.



Algoritmus 1 CCPD

function CCPD(N,K, pdf) . počet vzork̊u, K, hustota pravděp.
Point[] S ← new Point[N ] . sada vzork̊u
List<Point> [] P ← new List<Point> [N ] . a jejich body
for i← 1, N do . inicializace

for k ← 1,K do
P[i].add(pdf()) . bod vygenerovaný podle hustoty pdf

end for
S[i]← Centroid(P [i]) . těžǐstě seznamu bod̊u

end for
repeat . jedna zlepšuj́ıćı generace

changed← false
for all i, j ← 1, N do

List<Point> Ti ← Closer(P [i], S[j], S[i])
List<Point> Tj ← Closer(P [j], S[i], S[j])
if Ti 6= ∅∧ Tj 6= ∅ then

changed← true . body se budou vyměňovat
repeat . výměna nejméně výhodných bod̊u

P [i].remove(Ti[0]); P [j].add(Ti[0]); Ti.deleteAt(0)
P [j].remove(Tj[0]); P [i].add(Tj[0]); Tj.deleteAt(0)

until Ti = ∅∨ Tj = ∅
S[i]← Centroid(P [i]) . přepoč́ıtám těžǐstě
S[j]← Centroid(P [j])

end if
end for

until ¬changed
return S

end function

Ke konvergenci postačilo 23 krok̊u iterace.

[velmi pěkné vzorky, výborná diskrepance i spektrum, je korektńı, lze ř́ıdit
hustotou pravděpodobnosti, středně rychlý výpočet]

5 Výsledky
5.1 Matice vlastnost́ı

Pro přehlednost jsme zařadili tabulku obsahuj́ıćı zjednodušený výčet nej-
d̊uležitěǰśıch vlastnost́ı všech popisovaných vzorkovaćıch metod. Snažili
jsme se vystihnout typické vlastnosti za předpokladu správného (opti-
málńıho) nastaveńı př́ıpadných parametr̊u.



Vysvětleńı významu sloupečk̊u tabulky:

•
”
pokr“ – pokrývá sada vzork̊u celou zdrojovou oblast? (tj. vede k ne-

strannému odhadu integrálu)
•

”
spekt“ – spektrálńı vlastnosti metody, splňuj́ı vzorky vlastnost

”
modrého šumu“?

•
”
hust“ – lze algoritmus modifikovat tak, aby byl ř́ızen libovolnou

hustotou pravděpodobnosti?
•

”
rnd“ – náhodnost (opak determinismu)

•
”
rych“ – velká rychlost implementace

•
”
par“ – možnost efektivńı paralelńı implementace (bez nutnosti ko-

munikace mezi vlákny)

Hodnoty v jednotlivých poĺıčkách:

•
”
++“ – výborně splňuje, je to silná stránka metody

•
”
+“ – splňuje

•
”
∼“ – splňuje jen částečně, slyšeli jsme o modifikaćıch. . .

•
”

“ – nesplňuje
•

”
–“ – silně nesplňuje, velmi nevýhodné řešeńı

metoda pokr spekt hust rnd rych par
Pravidelné – – – – ++ ++
Hammersley + – ++ +
Larcher-Pillichshammer + – + ++ +
Náhodné ++ ++ ++ ++ ++
Jittering ++ ∼ ++ ++ ++
Semi-jittering ∼ + ++ ++
N věž́ı ++ ++ + ∼
Poisson̊uv disk ++ ++ + ++ ∼
Mitchell ++ ++ ++ ++ ∼
Lloyd ++ + + + – ∼
CCPD ++ ++ ++ ++ ∼

Tabulka 1: Matice vlastnost́ı.

5.2 Spektrálńı vlastnosti

Některé popisované metody byly podrobeny frekvenčńı analýze ve srov-
natelných podmı́nkách – sada N = 1024 vzork̊u s rovnoměrnou husto-
tou pravděpodobnosti, 10 pr̊uměrovaných soubor̊u vzork̊u. Srovnatelná
výkonová spektra a jejich radiálńı pr̊uměry najdete v této sekci.

Prvńı porovnáńı ukazuje fatálńı vliv pravidelnosti na kvalitu spek-
tra. Byla poč́ıtána spektra pro semi-jittering s amplitudami od 0.0 do
1.0 (prvńı nastaveńı odpov́ıdá pravidelnému vzorkováńı, posledńı čistému
jitteringu). Výsledky viz obrázek 25.



Obrázek 25: Pravidelnost pro semi-jittering od a = 0.0 do a = 1.0.

Radiálně pr̊uměrovaná spektra byla spočtena jen pro amplitudy 0.6 a
1.0. Můžeme si všimnout, že pro semi-jittering z obrázku spektra již neńı
patrna velká pravidelnost, graf ji však stále zřetelně ukazuje. Čistý jitte-
ring má radiálně velmi rovnoměrné spektrum, vše je vidět na obrázku 26.

Obrázek 26: Radiálńı spektra pro semi-jittering a = 0.6 a a = 1.0.

Daľśı porovnáńı ukazuje pěkná spektra generovaná Poissonovým dis-
kovým vzorkováńım (nastaveńı D = 0.022), Mitchellovým algoritmem
(K = 10) a CCPD (K = 100). Všechny soubory vykazuj́ı charakteris-
tiky modrého šumu, viz obrázek 27. Radiálńı spektra prvńıch dvou metod
ukazuje obrázek 28.

Předposledńı spektrum ukazuje pseudo-pravidelnost zkonvergovaného
Lloydova algoritmu – sada vzork̊u tvoř́ı CVT. Vzorky se snaž́ı umı́stit se



Obrázek 27: Modrý šum v metodách Poisson̊uv disk, Mitchell a CCPD.

Obrázek 28: Radiálńı spektra pro Poisson̊uv disk a Mitchell̊uv alg.

téměř do hexagonálńı mř́ıžky, proto je ve spektru na obrázku 29 patrná
pravidelná struktura.

Obrázek 29: Pravidelnost CVT distribuce (zkonvergovaný LLoyd).

Nakonec uvád́ıme zaj́ımavé spektrum randomizované metody Larcher-
Pillichshammer, jednotlivé vzorky byly umist’ovány do uzlových bod̊u
mř́ıžky, náhodnost tedy spoč́ıvala jen ve změnách permutace (inicializace).
Viz obrázek 30 – upozorňujeme, že zde má radiálńı spektrum výjimečně
velký rozptyl (červený graf).

5.3 Měřeńı diskrepance

Všechny popisované vzorkovaćı metody byly kvantitativně porovnány v ná-
sleduj́ıćım testu. Každá metoda vygenerovala 100 r̊uzných sad vzork̊u, ze



Obrázek 30: Pravidelnost Larcher-Pillichshammer sekvence.

kterých byla spoč́ıtána pr̊uměrná diskrepance a jej́ı výběrová směrodatná
odchylka. Jednotlivé metody měly nastaveny vhodné hodnoty př́ıpadných
parametr̊u, sada vzork̊u obsahovala vždy N = 1024 vzork̊u z jednotkového
čtverce.

Byla poč́ıtána diskrepance podle Strouda se středńı kvadratickou hod-
notou (Ds

2). Diskrepance jsou u vedeny v tiśıcinách, jejich výběrové směro-
datné odchylky v milióntinách. Výsledky jsou uvedeny v tabulce 2.

metoda diskrepance (×10−3) SD (×10−6)
Pravidelné 7.468 0.0
Hammersley* 0.811 0.0
Larcher-Pillichshammer* 0.811 0.0
Náhodné 8.941 2.5
Jittering 2.593 0.0
Semi-jittering 4.159 0.0
N věž́ı 5.220 0.5
Poisson̊uv disk 3.255 0.2
Mitchell 3.183 0.2
Lloyd (g = 40) 6.400 2.5
Lloyd (g = 400) 5.661 1.8
CCPD 2.154 0.0

Tabulka 2: Pr̊uměrné diskrepance.

Lloyd̊uv algoritmus musel být studován ve dvou nastaveńıch: pro dobrý
výsledek bylo nutné zastavit iteraci dostatečně brzy (empiricky byla zvo-
lena generace g = 40). Pro porovnáńı byl spoč́ıtány i výsledky z pokro-
čileǰśıho stadia konvergence (g = 400, zde se již sady vzork̊u bĺıž́ı stavu

”
Centroidal Voronoi“ – CVT).

Z tabulky plyne, že si z pohledu diskrepance nejlépe vedou deter-
ministické sekvence (ty však maj́ı špatné spektrálńı charakteristiky, viz



sekce 3.3 a 5.2). Ze spektrálně vyhovuj́ıćıch metod se jako nejlepš́ı ukázala
kapacitně omezená distribuce, ani jittering nedává špatné výsledky.

6 Závěr
Byly studovány metody náhodného rozmist’ováńı (vzorkováńı) bod̊u v ro-
vině s ohledem na jejich dobré estetické vlastnosti a použitelnost pro
Monte-Carlo integraci. Byly uvedeny metody objektivńıho posuzováńı
kvality vzorkováńı, zejména diskrepance a dvě nejvýznamněǰśı spektrálńı
charakteristiky. Přehled populárńıch vzorkovaćıch algoritmů byl doplněn
spektrálńı analýzou a srovnávaćım měřeńım jejich diskrepance.

Aby byla všechna srovnáńı co nejkorektněǰśı, byly všechny popisované
metody implementovány autorem př́ıspěvku bez použit́ı daľśıch knihoven.
Všechna srovnávaćı měřeńı i ilustračńı obrázky jsou výsledkem téhož pro-
gramu.
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