Matematika pro geometrickou
morfometril

Vaclav Krajicek

Vaclav.Krajicek@mff.cuni.cz

Department of Software and Computer Science Education
Faculty of Mathematics and Physics
Charles University

Prednaska 4




Opakovani

Prague

@ Nameérené souradnice

@ UrcCeni tvarovych promennych (landmarkoveé metody)

- Registrace (dvoubodova, GPA), Warps, Parametry
statistickeho modelu (PCA)

@ Zobrazeni rozdilu (TPS, FESA)
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Statistika
|nearn| algebra
Rozpoznavani
Geometrle
vzoru




Opakovani

» Statistické testy
@ Klasifikace

@ Skryté souvislosti pomoci regresni analyzy
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Opakovani - PCA

@ Obvyklejsi obrazek
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PCA - vypocet

@ Jak najit mnozinu hlavnich komponent?
- Rozsahla teorie, vynechame

+ Hlavni komponenty odpovidaji vlastnim vektorum
kovariancni matice

@ Kovariance popisuje ,podobnost” dvou landmarku
@ Kovariancni matice ,podobnost” kazdeho s kazdym
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Kovariance landmarku

@ X-souradnice landmarku 1 a 2
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PCA - vypocet

Prague
@ Dvojic vlastni Cislo a vektor je stejné jako jedincu

@ Vlastni Cislo urCuje dulezitost komponenty/vlastniho

vektoru \ /

Cx=Ax

@ Muzu se rozhodnout kolik komponent do svého
modelu chci zahrnout

- Vic komponent — Vic (zbyte€nych) detailu, parametru

- Pomer souctu vlastnich Cisel vybranych komponent ku
celkovému souctu odpovida mnozstvi informace

vi=[.] A=1 A,=31 A= 1145
=0.738

total

A=2 0 A,=5.35 Aol A

73.8% informace

total



PCA — vaha komponent

Prague

@ Nejvic informace se typicky nachazi v prvnich
nekolika komponentach — vzorek neni nahodny
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PCA - priklad

@ Data @ Model

1 2 15 4 M=Py+) vk,
1.1 12 25 38
11 12 15 35
13 1.1 12 37

@ Vlastni vektory/Cisla

—0.8117 —0.3713 —0.1295 0.4318] A,=0 0% informace
0.5388 —0.2217 —0.0343 0.8120) A,=0.016  2.87% informace
0.2167 —0.8866 —0.1194 —0.3909]  A,=0.2114  37.92% informace
0.0618 0.1642 —0.9838 —0.0377] A,=0.3301  59.21% informace
o Pramar  Po=11.1250 13750 1.6750 3.7500



PCA - priklad

P,=

P0+V4k1,4=
Pytvsk s +v, k=
Po+vzk1,z+v3k1,3+v4k1,4=

P0+V1k1,1+"2k1,z+v3k1,3+v4k1,4=

1.1250 1.3750 1.6750
1.1409 1.4173 1.4215
10.9984  2.0007 1.5001

:l.OOOO 2.0000 1.5000
{I.OOOO 2.0000 1.5000

Prague
@ /Zbyva dopocitat koeficienty (souradnice, score) pro
,namodelovani“ puvodnich dat
k,=|0.0000 0.0031 —0.6580 0.2577|

3.7500

3.7403
3.9975)

4.0000|

4.0000

@ Zobrazeni vybranych 2 az 3 koeficientu do grafu pro
vsechny exemplare — scatter plot



PCA - demonstrace

@ PCA na landmarky

— Matlab/Octave
- Past

@ Které landmarky jsou nejvice ovlivnéne prvni
komponentou?

- Ty které maji v komponenté nejvyssi absolutni hodnoty
pres vSechny souradnice

v, =0.3742 0.0117 —0.4139 —0.5919 0.0397 0.5802]

N N

prvni landmark druhy landmark treti landmark

0.3859 1.0058 0.6199



PCA - demonstrace

@ PCA na partial warp scores
- Matlab/Octave

1) Vic jedincu, spocitam partial warps scores
2) Prumérné score
3) PCA na matici

- tpsRelw

We should note that many of the studies applying PCA to geometric data call the method
“relative warps analysis” (RWA). PCA and RWA are not exactly equivalent, because the
components of variance extracted by RWA are sometimes weighted by bending energy
(onginally, RWA was an analysis of components of vanation relative to bending energy,
hence the term “relative™ 1n the name of the method). When variation 15 not weighted by
bending energy, RWA 15 PCA. We prefer the more famihar term.

Relative warps Principal components of partial warp scores, sometimes weighted to
emphasize components of low or high bending energy (that weighting 1s done by setting
the parameter o to a value other than (). Onginally, the term referred to an eigenanalysis
of the vanance—covariance matrix relative to the bending-energy matrix, hence a new term
was coined for these components (Bookstein, 1991). Currently, the term usually refers to
a conventional principal components analysis of parnal warp scores. See also Alpha (),
Bending energy, Partial warp scores, Principal components analysis (Chapter 7).



PCA - zaver

Prague
@ PCA modeluje vztahy mezi landmarky pouze linearné

- Existuji metody, které dokazi zachytit nelinearni vztahy
(dva landmarky se pohybuiji proti sobe, prvni s
mocninou vychylky druheého, apod.)
@ Dalsi uziteCne pouziti
- Dobre separuje tridy — odliSnost se projevuje v prvnich
komponentach — klastrova analyza, CVA

- Redukce dimenze — vytvori stejny pocet ,novych”
promennych, ale posledni nesou jen minimum
informace, Spatna interpretace vyznamu promennych

- Dopocitavani chybejicich dat
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Statistika - obsah

Prague
Analyza dat
Zakladni pojmy z teorie pravdepodobnosti a statistiky
Statisticke testy
- T-test, Hottelinguv test 1 proménna

I B

- Permutacni testy

Regresni analyza
\/
ANOVA, MANOVA Vice proménnych

Diskriminacni analyza

I B
I B
I B

Shlukova analyza



Doporuceny software

@ Past — PAlaeontological STatistics

- tabulkovy editor, dokumentace

- Nabidka ,Statistics” - zakladni testy

- Nabidka ,Multivar® - multivariacni analyzy
- Nabidka ,Model” - regresni analyza

@ The R Project for Statistical Computing

- Prace formou dialogu / psani skriptu (scénaru, receptu)
- Cokoliv...

@ Matlab/Octave
@ Excel
- RExcel



Past a R (R Commander)

Prague
@ Podobne prostredi jako Past nabizi R rozsireny o
modul R Commander (Rcmdr)

@ |nstalace

install.packages ("Rcmdr", dependencies=TRUE)
@ Spusteni

library (Rcmdr)

PAST

File Edit Transform Plok  Stakistics  Molkivar  Model  Diversity  Time Geomek  Strak Cladiskics  Scripk

|'1_I-|| E—‘.ril I | E—Eil H’I F Edit mada I Edit lzkale I Zaara mada

R Commander

File Edit Data Statistics Graphs Models Distributions  Toaols  Help

R Data sek; | datal Edit data set | YWiew data set | Model: | RegModel.2
cmdx




Doporucena literatura

o

-

-

http://cgg.mff.cuni.cz/~vajicek/gmm

GMM pfirucky z pfrednasky 1

Dekking et al.: A Modern introduction to probability and Statistics

Meloun, Militky: Kompendium statistického zpracovani dat

Claude: Morphometrics with R

Gonick, Smith: Cartoon guide to statistics
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Hompendium
statistického
Zpracovant dat

THE CARTOON GUIDE TO

LARRY GONICK
& WOOLLCOTT SMITH




Analyza dat

1)Vizualizace hrubych namérenych dat

- Grafy
— Scatterplot
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Analyza dat

2)Souhrny dat

- Prumér, smérodatna odchylka, median
- Kvantily
- Histogram

Namérend data:

0.710 0.858 0.269 0.863 0.684 0.038 0.982 0.555 0.746 0.865 0.343

Setridénd data:

0.038 0.269 0.343 0.555 0.684 0.710 0.746 0.858 0.863 0.865 0.982

! ! !

Q1 Median Q3

Jedna z moznosti vypoctu!



Pravdepodobnost

@ Nahodny jev

- Hod minci, hod kostkou

- Pravdepodobnost nahodného jevu
@ Nahodna veliCina

- ,Funkce na mnoziné elementarnich jevu*

- Pf¥ifazeni Cisel jevum
@ Rozlozeni pravdepodobnosti 50 % panna P, = 1/2

- Popis nahodne veliCiny 50 % orel P =1/2

- Ruzné modely rozlozeni/vzore€ky

- Odpovida histogramu pro mnoho opakovani



Experiment

@ Hod kostkou (k6)
- Existuji k8, k10 i k20, ProC?

pocet hodu:10 pocet hodu:50 pocet hodu:200

pocethodu:1000 pocethodu:2000 pocethodu:10000
2000

1500

1000

500




Priklad

Prague

@ |nteligencni kvocient

- Misto hodu kostkou budeme méfit kolemjdoucim 1Q

%
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Popis nahodne veliCiny

Prague

@ Spojita a diskréetni
Pravdépodobnost vS§ech jevu je stejna,
tzv. rovhomeérné rozlozeni

@ Stfedni hodnota ~ prumér

- ,NejoCekavanéjsi hodnota® /

@ ROZptyl xX= Z Zp, X; E[X]=f:p(x)xdx

1
N
- Vyberovy rozptyl Z

@ VySsi momenty

- Sikmost, Spicatost 0,=




Normalni rozlozeni

e ,Velké odchylky od ocekavani jsou malo
casté/pravdepodobne”

f(X)=J

—(X—X,)

1 20°
e

2
21T O

@ Soucty libovolného rozlozeni maji normalni rozlozeni

- Centralni limitni véta - komplexni déje se skladaji z mnoha
nahodnych udalosti — normaini rozlozeni je vsude

@ /-transformace

- Posunuti a zuzeni rozlozeni, aby byla vysledna stfedni
hodnota 0 a stfedni kvadraticka chyba 1




Normalni rozlozeni

@ /-skore
Tabulka rozlozeni, symetrie rozloZzeni #
Celkové plocha pod grafem = 1

0.4 T

03+ -

n2r —

01+ -
i 1

5 -1 2 4 5

It Sn oo G o o ot o i i

0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 05398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 05793 10,5832 0,5871 10,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 06179 06217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
04 06554 06591 0,6628 0,6664 06700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879




@ Hod nk6

2000

1500

1000

500

pocet kostek:1

Priklad

pocet kostek:2 pocet kostek:5




Populace a vzorek

Prague
@ Chceme studovat celou populaci, ale pracujeme jen
se vzorkem — deskriptivni statistika #

@ Pozorovani na vzorku zobecnit na populaci —
inferencni statistika #

— Prumér na vzorku neni identicky s prumérem populace
- Pramér jednoho vzorku je nahodny jev
- Pramér populace je stfedni hodnota nahodné veliiny

- Zavery plati s jistou pravdepodobnosti (zavisi na
velikosti vzorku, zpusobu vyberu vzorku)

@ VV GMM pracujeme se vzorky a ne celou populaci —
duvod proC€ zkoumat jaky dopad maji nase zjisténi

@ | méreni jednotliveu se da pouzit inference



Populace a vzorek

Populace
o |
I Vzorek i Vzorek Vzorek Vzorek
I
Viykopavky /|/ | Primér P |
Sbirka Rozptyl R Dalsi vykopavky
| | a sbirky
| \ I \ ¢ \
I Pramérp | Pramér p Pramér p Pramér p
| Rozptyl r | Rozptyl r Rozptyl r Rozptyl r

Mame pouze toto

i

Primér P
Rozptyl R

Jaké je rozlozeni tohoto?




t-rozlozeni

Prague
@ Rozlozeni pravdepodobnosti rozptylu pri vyberu
vzorku z populace #
@ Vzorek je maly a nezname rozptyl populace
- Pouzijeme rozptyl vzorku (vybérovy rozptyl)
@ Parametrizovane velikosti vzorku
X —u X—u

- Vhodné pro GMM kde se vétsinou o Nn sin
pracuje s malymi vzorky

* Komplikovany vypocet KNI

f k 3,078 6,314 12,710 31,820 63,660 318,300 637,000
u n Ce 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 22,330 31,600
1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 10,210 12,920
1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173 8,610
1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 5,893 6,869
1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,208 5,959

- Pouziti tabulky

o o0 A WN

@ {-hodnota



Test hypotézy

@ Qverit pravdivost nejakeho tvrzeni o datech

Rovnost/nerovnost dvou vzorku

Rovnost/nerovnost stredni hodnoty konkrétni hodnoté

@ Jediny dukaz pro podporu/vyvraceni je v datech

@ Postup

obtizne <~

Nulova hypotéza(HO) : ,X ma stredni hodnotu 0"
Alternativni hypotéza(Ha): ,.X nema stfedni hodnotu 0 ...
UrCeni skore jevu popirajicino nulovou hypotézu

Vypocet p-hodnoty, pravdéepodobnosti ze pozorovany jev
je dilem nahody

Porovnani s kritickou hodnotou (nejCasteji 0.05, 0.1)



Priklad — jednovyberovy t-test

@ Data
[-4.4 -0.3 7.0 2.7 4.4 -0.2 1.5 0.3 3.0 0.0 0.2]

@ HO: Data maji stredni hodnotu O

@ Vzorku je malo — pouZziji t-rozlozeni a t-hodnotu

_ f= =1.445
"= SE(X) 0.931 o

@ Porovnani t-hodnoty s kritickou hodnotou t-rozlozeni

- Vyvraceni HO (prijmuti HO)

N T N N
PocCet stupnu volnosti

je n-1, jeden stupen je

v , - 10 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144 4.587
stredni hodnota vzorku



Porovnani dvou vzorku

Prague
@ Dva vzorky z dvou populaci — signifikantni rozdil?

@ Vzorek kazde populace je nahodna veliCina
X, X,
@ Rozdil strednich hodnot je také nahodna veliCina
Hy—Hy
@ Jake je rozlozeni, stfedni hodnota, rozptyl?

- Pro velkeé vzorky je rozlozeni normalni — kriticka hodnota

- Kriticka hodnota — vypocCet odhadu stredni hodnoty

Ul_lh:ﬁl_ﬁziZSE(Xl_Xz)



Porovnani dvou vzorku

@ Jak spocitat smérodatnou odchylku?

- Za predpokladu normality a nezavislosti

SE(XI—X2)=\/ +

n ;)
@ Porovnani jako test hypotézy
- Vzorky stejnou stredni hodnotu — rozdil nulovou
A/ = O
)— ( — )

X,)

o

T

Vypocet z-skore (statistiky) daného vzorku

()Z)Z
SE (X




Dvouvyberovy t-test

Prague

» Pro malé vzorky se pouziva statistika t-skore

- Predpoklad normality a nezavislosti
- Neznamy ale stejny rozptyl

@ Pro odhad smerodatné odchylky kombinujeme
rozptyly vzorku

(n—1)02<X1)+(m—1)02(X2)
n+m-—2

1 1
__|__
n o m

SE()FI—Xz):\/

@ P-hodnotu urcim priblizne pomoci tabulky t-rozdeleni
s n+m-2 stupni volnosti
_ (X1_X2)
CSE(X,—X,) ﬁ

[




Co se nestihlo

Regresni analyza

ANOVA

- One-way ANOVA
- Two-way ANOVA

MANOVA
Hotellinguv test
DiskriminaCni analyza

Shlukova analyza
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